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Resume. — On demontre dans cet article des versions probabilistes des injections de Sobolev 
sur une variete riemannienne compacte, {M,g). Plus precisement on demontre que pour des 
mesures de probabilite naturelles sur I'espace L'^{M), presque toute fonction appartient a tous 
les espaces U'{M), p < +00. On donne ensuite des applications a I'etude des harmoniques 
spheriques sur la sphere S'' : on demontre (encore pour des mesures de probabilite naturelles) que 
presque toute base Hilbertienne de L^(§'') formee d'harmoniques spheriques a tous ses elements 
uniformement bornes dans tous les espaces L^{S'^),p < +00 On demontre aussi des resultats 
similaires sur les tores T''. On donne aussi une application a I'etude du taux de decroissance de 
I'equation des ondes amortie dans un cadre ou la condition de controle geometrique de Bardos, 
Lebeau et Rauch n'est pas verifiee. En supposant le hot ergodique, on demontre qu'il existe 
sur des ensembles de mesure arbitrairement proche de 1 (dans I'espace des donnees initiales 
d'energie finie), un taux de decroissance uniforme. Finalement, on conclut avec une application 
a I'etude de I'equation des ondes semi-lineaire .ff^-surcritique, pour laquelle on demontre que 
pour presque toute donnee initiale, les solutions faibles sont fortes et uniques (localement en 
temps). 

Abstract. — In this article, we give probabilistic versions of Sobolev embeddings on any Rie- 
mannian manifold {M,g). More precisely, we prove that for natural probability measures on 
L^{M), almost every function belong to all spaces U'{M), p < +00. We then give applications 
to the study of the growth of the norms of spherical harmonics on spheres S** : we prove (again 
for natural probability measures) that almost every Hilbert base of L^{S'^) made of spherical 
harmonics has all its elements uniformly bounded in all L''{S''),p < +00 spaces. We also prove 
similar results on tori T''. We give then an application to the study of the decay rate of damped 
wave equations in a frame-work where the geometric control property on Bardos-Lebeau- Rauch 
is not satisfied. Assuming that it is violated for a measure set of trajectories, we prove that 
there exists almost surely a rate. Finally, we conclude with an application to the study of the 
_ff^-supercritical wave equation, for which we prove that for almost all initial data, the weak 
solutions are strong and unique, locally in time. 



Table des matieres 



1. Introduction 

2. Estimations probabilistes 

3. Application aux harmoniques spheriques 

4. Application a la stabilisation des ondes 

5. Application aux ondes non-lineaires sur-critiques 



2 
I 

14 

29 



2 



NICOLAS BURQ & GILLES LEBEAU 



6. Cas des varietes a bord 

Appendice A. Calcul des probabilites sur les spheres 

Appendice B. Calcul /i-pseudodifferentiel 

Appendice C. Quelques proprietes des mesures |3f 

References 41| 



1. Introduction 

L'objet de cet article est de demontrer que si on choisit des fonctions au hasard sur une 
variete compacte, pour des mesures de probabilite naturelles, alors il est possible d'ameliorer 
grandement les injections de Sobolev classiques. Plus precisement notre cadre est le suivant. 
Soit (M, g) une variete riemannienne lisse compacte, sans bord connexe de dimension d et A. 
le laplacien sur {M,g). Soit = loq < uji < UJ2 < ••• le spectre de \/— A et {ej)j>o une base 
orthonormale de fonctions propres reelles, de sorte que — Ae^ = i^jej. Soient < a < 6 et 
le sous espace de L?'{M) 

(1.1) Eh = {u=^ ZkBkix), Zk G C}, 4 = {k, hujk ^]a,b]}. 

Soit Nfi = dim{Eh). D'apres la formule de Weyl, avec reste precise (voir |14^ Theorem 1.1]), 
on a pour h g]0, 1] 

(1.2) Nh = {2TTh)~'^Vol{M)Yol{S'^-^) [ p'^-^dp + 0{h-'^+^). 

J(a,b) 

Rappelons qu'il existe une constante C independante de h g]0, 1] telle qu'on a 

(1.3) ||M||L-(Af) < Ch-'^''^\\u\\L2(^M) Vn G Eh 

et que plus generalement, si A{x,hDx) est un operateur /i-pseudodifferentiel classique sur M 
de degre et a support essentiel contenu dans {(x,^) G T*M, < L} pour un L < oo, il 
existe une constante C independante de h g]0, 1] telle que pour tout l<p<r<oo, ona 

(1.4) \\A{x,hDMLriM)<Ch~''^-^--r^\\gUpiM) VgGLP(M). 

Les inegalites de Sobolev ()1.3p ou (jl.4p sont optimales. L'objectif de cet article est d'etudier 
des versions probabilistes de ces inegalites. Decrivons rapidement le type de resultats que nous 
obtenons : 

On note Sh (resp. Sh) la sphere unite de I'espace euclidien E^ = C^** (resp. E^ = IR^'')> 
et Pfi (resp. Ph) la probabilite uniforme sur Sh (resp. Sh)- On verra dans la section [2] (voir 
en particulier le theoreme [3|) que les probabilites Ph et Ph sont associees a une repartition 
uniforme de I'energie dans I'espace de phase T*M pour la mesure de Liouville canonique dX 
sur T*M. On notera Eft(/) = Jg^ f{u)dPh I'esperance d'une variable aleatoire /, et II/j le 

projecteur orthogonal de L'^{M) sur Eh- 

On a alors le resultat probabiliste essentiellement classique suivant, qui estime la mesure 
des u G Eh de grande norme L°°. 
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Theoreme 1. — Pour tout C2 < Vol{M), il existe C > tel que pour tout h s]0, 1] et tout 
A > 1 on ait, avec ci = d{l + d/2) 

, , Ph{u G Sh. Ilnllioo > A) < Ch-'^e-'^^\ 

f 1 5) 

Ph{u G Sh, llnllioo > A) < C/i-"ie-"2A2_ 

Nous donnerons une preuve du theoreme [1] dans la section [2j L 'estimation (jl.Sp a une 
consequence immediate sur les versions probabilistes des injections de Sobolev. Rappelons 
que pour ]5 G [l, oo] et s > 0, I'espace de Sobolev W^''^ est defini par 

(1.6) Ty^'f = {/ G LP(M), (1 - A)^/^ e ^''(M)}. 

Les espaces W^'^ sont independants du choix de la metrique g sur M, et pour 1 < p < r < oo, 
on a les injections de Sobolev 

(1.7) W'^-P s = - - -. 

•p r 

Rappelons aussi la construction de Littlewood-Paley. On fixe < a < c, et ip € C°°(M) 
tel que ip{t) = pour t < a, ip{t) = 1 pour t > c, et ^p'{t) > pour t G]a, c[. On pose 
ip-i{t) = 1 — (p{t), 'ilj{t) = ip{t) — ipnit) = -0(2""^) pour n > 0. Alors ■0 est a support 

dans [a, 2c], 'ip{t) > pour t G]a, 2c[ et 1 = X^„>_]^ V'n(^) pour tout t. Posons b = 2c> a > 0. 
Pour toute distribution / G P'(-/Vf), on a / = X^Cfc(/)efc, ou les Cfc(/) = Jj^,^ fckdx sont 
les coefficients de Fourier de /, et la decomposition de Littlewood-Paley de f s'ecrit, avec 

hk = 2-^ 

oo 

(1.8) f=Y,fn, fn = M^A^\)f = Yl M^k)ck{f)ek, fn £ (n > 0). 

n=—l k 

Rappelons que pour q,r £ [1, oo] et s G M, I'espace de Besov B^^^ est I'espace des distributions 
/ G T)'{M) dont la decomposition de Littlewood-Paley verifie 

(1.9) la suite n — > 2^^\\fn\\L<i{M) appartient a /''(N). 

Les elements de E}^^ sont des fonctions a echelle /i„ = 2~" sur M, et les injections de Sobolev 
()1.7p peuvent etre vues comme consequence des inegalites ()1.4p . 
Soit alors X I'espace produit 

(1.10) x = n-o5,„. 

On munit X de la probabilite produit P = H^qP/j^. Soit (a„)„>o une suite de reels positifs 
telle que X^n^^^^^" ^ 3 I'application de X dans I'espace de Besov i?2oo 

X ^ i?2° oo 

(1.11) ~ 

5 = {gn)n>Q H> jXs) = 2^ ^nSn- 
n=0 

Comme corollaire immediat du theoreme [U on obtient 
Corollaire 1.1. — On a F{j{g) G C°(M)) = 1. 
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Remarque 1.2. — On notera que le corollaire \l.l\ est violent, puisqu'il implique en particu- 
lier une injection presque sure de i?2 oo dans C^{M) pour tout a > 0, soit un gain de d/2 
derivees par rapport a I'injection de Soholev. 

Demonstration. — Soit j4 > donne, m„ = (An log(2))^/^ et Bn la partie de 82-^1 

Bn = {g-n, \\gn\\L°° < "^n} 

D'apres (jl.Sp on a 

(1.12) P/.„(i?„) > l-C2-"('=2^-^i) 

Soit B la partie de X, B = Sh^ x n^^i?„. Pour g = {gn) £ B et f = j{g), on a 

00 00 

(1.13) II/IIl- < J^a„||5„||Loo <Cao + (Alog(2))i/2^ 

n=0 n=l 

On a alors pour tout / E j{B), f G C'^(M) d'apres (|1.13p . puisque les gn sont continus, et 
d'apres (fLnD 

00 00 

p(i?) = n P;,„(i?„) > n (1 - c2-"(^^^-^^)) > 1 - e, 

n=l n=l 

avec e > petit si la constante A est assez grande, d'ou le resultat. □ 

La morale du corollaire 11.11 est la suivante : si on se donne une famille de fonctions gh G Eh 
a echelle h et d'energie 1 pour tout h = 2"", et si on re-repartit leur energie aleatoirement 
dans I'espace de phase, on obtient une nouvelle famille de fonctions dans Eh qui est "presque" 
bornee dans le sens ou stip/i||(7/i||L°° | log(/i)|~^/^ Test . 

Nos constructions de mesures sur I'espace Lp'{M) (voir I'appendice C pour la construction 
precise) utilisent une decomposition orthogonale Lp'{M) = ®kEk, ou les E^ sont des sous- 
espaces de dimensions finis invariants par I'operateur A. On choisit en particulier sur chaque 
Ek une probabilite Pk invariante par les isometrics de Ek, et on munit I'espace de la 
probabilite produit P = likPk- Dans notre cadre, si uj est la frequence typique des elements 
de Ek, on a toujours Ciu;^"^ < d\m.{Ek) < C2i^'^, et plus precisemment, les frequences lo 
des elements de Ek verifient w G (ak,bk),ak + C < bk < cak, avec C > 0,c > 1. Le fait de 
choisir des espaces Ek de "grande dimension" permet d'obtenir des resultats plus fort avec 
probabilite 1 que le choix Ek = Ccfc, qui verifie dim.{Ek) = 1, et pour lequel nous renvoyons 
aux travaux de N. Tzvetkov [3], |30| et |31| . De plus, on verra dans la section [2] comment le 
choix que nous faisons des Ek permet de relier naturellement nos probabilites a la mesure de 
Liouville sur T*M. 

L'article est organise comme suit. Dans la section [2] nous demontrons le theoreme [1] et des 
versions precisees, en autorisant des localisations spectrales plus fines que (jl.ip . Le theoreme 
[3] de la section 12.21 precise le fait que nos mesures sont associees a la mesure de Liouville 
sur T*M. Dans la section 12.31 nous decrivons pour 2 < g < 00 les estimations L'^ presques 
sures. On trouvera dans Shiffman-Zelditch [24J des preuves analogues pour les estimees sur 
les sections de fibres holomorphes. Les bornes inferieures que nous obtenons sur les medianes 
des normes L'^ semblent nouvelles. Dans les sections suivantes, nous donnons des applications 
simples a I'etude de solutions d'equations aux derivees partielles. Notre premiere application 
(dans la section concerne la croissance des normes des harmoniques spheriques (les 
fonctions propres du Laplacien sur les spheres S'^ C M'*^^). II est connu depuis les travaux de 
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Hormander |14| et de Sogge |27| que sur toute variete riemannienne compacte de dimension 
d, {M,g), les fonctions propres du Laplacien verifient les estimations suivantes 

Theoreme. — Pour tout 2 < p < +00, il existe C > tel que pour toutes fonctions propres 
du laplacien, u, —A.gU = )?u, on a 

(1-14) l|n||LP(M) <CA^(^)||^x||i2(M), 



avec 



(d-i) _d „ • > 2(d+i) 



(1.15) 5{p) = 

\ 2 \2 p) 

On sait par ailleurs que ces estimees sont optimales sur les spheres (munies de leurs 
metriques standart). Dans le premier regime, les harmoniques spheriques zonales (qui se 
concentrent en deux points diametralement opposes) realisent I'optimum tandis que dans 
le second, ce sont les harmoniques qui se concentrent sur un equateur qui saturent les esti- 
mees (|1.14p . Notre premiere application (voir Theoreme [6]) montre que si on choisit au hasard, 
pour la mesure de probabilite naturelle (voir section [3]) une base Hilbertienne de L^(S'^) for- 
mee d'harmoniques spheriques, alors avec probabilite 1, pour tout p < +00, toutes les normes 
LP sont bornees (uniformement). Autrement dit, on pent prendre 5{p) = dans ()1.14p avec 
probabilite 1. On remarquera que ce phenomene d'existence de families de fonctions propres 
exhibant des comportements differents en ce qui concerne la croissance des normes n'est 
pas si surprenant puisqu'il se manifeste aussi sur les tores T*^. En effet, dans ce cadre la si- 
tuation est renversee puisque les fonctions propres naturelles (e*"'^,n G Z"^) ont toutes leurs 
normes bornees. Cependant, il est possible de demontrer (voir la section IHTT]) qu'il existe 
sur T'^ une suite de fonctions propres du Laplacien Un verifiant 

d-2 d 

(1-16) IknllLP(Td) > \^n\ ^ " , 

et done pour d > 3, p > 2d/{d — 2), les normes ne sont pas uniformement bornees (voir |3 
pour des majorations sur T'^) . 

Notre deuxieme application (section concerne I'etude de I'equation des ondes amorties 
sur une variete compacte. On considere done pour a £ C°°{M; [0, +oo[) les solutions de 

{d^ - A)u + a{x)dtu = 0, {u,dtu) \t=o= (no,ni) G H\M) x L'^{M). 

Leur energie 

£{^m = l ! (|V,n|2 + |aitx|2)dx 



2 

verifie 

d£{t) 



M 



a{x)\dtu\ dx, 

M 



dt 

et est done une fonction decroissante dont on pent demontrer qu'elle tend vers quand t 
tend vers I'infini des que I'amortissement o est non trivial. Si de plus il existe un taux de 
decroissance uniforme par rapport a I'energie initiale, la propriete de semi-groupe montre que 
ce taux est alors toujours exponentiel : 

£iu){t) < Ce^^^£{u){0). 

Theoreme (Bardos-Lebeau-Rauch [4]). — // existe un taux de decroissance (exponentiel) 
uniforme si et seulement si toutes les geodesiques de la variete M rencontrent la region a > 0. 
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Ici, on s'interesse a des situations oii cette propriete geometrique n'est plus verifiee, mais 
ou elle est violee pour « un ensemble rare de geodesiques ». Plus precisement, si on appelle 
£ I'ensemble des points de I'espace des phases tels que le long de la geodesique issue de ce 
point, la moyenne asymptotique de I'amortissement est nulle, alors la mesure dans I'espace 
des phases de £ est nulle. En particulier, si le flot est ergodique, cette propriete est verifiee. 
Nous demontrons alors que pour des mesures de probabilites naturelles sur I'espace d'energie 
X L^, il existe toujours un taux uniforme de decroissance, sur des ensembles de mesures 
arbitrairement proches de 1. 

Finalement, notre derniere application (section [5]) concerne la theorie de Cauchy pour 
I'equation des ondes semilineaire sur une variete compacte de dimension 3. 

(1.17) (^2 - A)n + n*' = 0, {u |t=o, dtu \t=o) = {uo. m) G (H^M) n LP+\M)) x L\M), 

ou p est un entier impair. On connait pour ce systeme I'existence de solutions faibles globales 
en temps. De plus, pour p < 5, ces solutions sont fortes et uniques. Nous demontrons que 
pour une famille de mesures de probabilites naturelles sur I'espace H^{M) x L'^{M), il existe 
pour presque toute donnee initiale (uq,ui) et tout p < +oo une solution locale forte (en un 
sens qui sera precise) et que sur I'intervalle d'existence de ces solutions fortes, il y a unicite 
des solutions faibles (i.e. toute solution faible coincide avec cette solution forte). 

Certains de nos resultats restent vrais sur une variete a bord. Dans une derniere section, 
nous donnons les elements permettant dans ce cadre d'adapter les demonstrations. Finalement, 
nous avons rassemble dans un appendice quelques resultats de calcul des probabilites et de 
calcul pseudo-differentiel necessaires a la comprehension de Particle. 

Ce projet a beneficie du soutien de I'Agence Nationale de la Recherche, projet ANR-07- 
BLAN-0250 



2. Estimations probabilistes 

Dans cette section, nous calculous les lois de certaines variables aleatoires associees a la 
theorie de Littlewood-Paley sur la variete M. Les asymptotiques de Weyl jouent un role 
cle dans ces calculs. Nos resultats autorisent des localisations en frequence plus fins et plus 
generaux que les localisations dyadiques de I'introduction. Plus precisement, on considerera 
< CLh < bh < c deux fonctions definies pour h £ (0, /iq) telles que 

(2.1) lim bh = b > lim a/, = a > 0. 

On supposera que si a = b, alors a > et 

(2.2) bh-ah> Dh 

pour une constante D assez grande (a preciser ulterieurement) On notera Eh (resp Eh) le sous 
espace de L'^{M) 

Eh = {u=^^ ZkCkix), Zk £ C}, Eh = {u = ^ ZkCkix), Zk G M}, 

(2.3) fce/h k&h 

Ih = {k £ N; huk €]ah, bh]}. 

Soit Nh = dim{Eh)- Rappelons que d'apres la formule de Weyl, avec reste precise (|1.2p (voir 
Hormander [14) ) , on a pour h g]0, 1], avec Cd = Vol(x G W^, \x\ < 1) le volume de la boule 
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unite en dimension d, 

(2.4) 3C>0;VA>0 

et done 



(27r)^ 



(2.5) 



Vol (M) 
~~(2v0^ 



((/i-i6,)'^-(/i-ia,)^) 



-d+l 



(2.6) Nh = m^k(^h}-- 

i^'i^^iK-Oh'", siO<a<6, 
\Q^g^da'^-i/i-'^[(fe/, - a^) + 0(/i + (6;, - ah)^ + (6^ - a^)|a - a,,|)] , si < a = 6. 

On en deduit 

3Do > 0;bh- ah> Doh ^ 3/3 > a > 0; 
ah-'^{bh - ah) <Nh = Uk;ujk G 4} < /3/i"'^(6/, - at). 



(2.7) 



Nous supposerons dans la suite que la constante D dans (|2.2p est clioisie de telle fagon que 
(|2.7p est verifiee, et qu'on ait aussi pour tout h 



{2.i 



Nh>2 



On munit les spheres unite de Eh (resp. Eh) de la mesure de probabilite uniforme, Ph (resp. 

h). 

2.1. Estimations L°° presque sures. — Dans le cadre que nous venous de developper, 
le theoreme [1] est un cas particulier de 

Theoreme 2. — // existe C > 0, C2 > tel que pour tout h g]0, 1] et tout A > 1 on ait, avec 
ci = d{l + d/2) 

Phiu E Sh, \\u\\loo > a) < Ch-^'e-^^^^ 

^2 g-) ^\ J" II 11^ ^ - 

Ph{u E Sh, ||n||Loo > A) < C7/i-^ie-'=2A2^ 
De plus, on peut choisir C2 E]0, Vol{M)[ dans le cas limh-^o{bh — ah)/h = +oo. 



On se limitera dans la preuve au cas complexe, le cas reel etant similaire. Pour tout x E M, 
et tout A E M^, on note 



E^ 



(2.10) 



p 



bx,h = {ek{x))k^i,, E C^". 
On 

a e^.,/! = • Soit evx la variable aleatoire sur {Sh,Ph 



(2.11) 



6. 



ev. 



■,{u) = u{x) = ^ akCkix) = {a\b^^h) = (a|TT^)|&x,h|- 



'x,h I 



Le vecteur Sx = est de norme 1 et on a pour tout r > 0, avec P = Ph 



Ox,h 
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(2.12) P[\ev,\ > r) = p(|(a|e,)| > r/|6,,;,|) = «'(r/|6,,/,|), 

avec ^{t) = P(|(a|e)| > t) ou e est un vecteur unitaire quelconque. D'apres ()A.6P (on identifie 
ici la sphere unite de C^*" avec celle de R^^''), on a 

(2.13) m = he[o,i[{l-tY'~'- 

Lemme 2.1. — // existe Cq > tel que pour tout x £ M et tout h g]0, 1] on a 

(2-14) |e^ h - TT^^I < Co/i""'+^ 

En particulier, si at, bh verifient bh — ah > Dh avec D assez grand, d'apres \2. 6)) et h2. 7)) . on 
a avec C independant de x £ M et h g]0, 1] 

(2.15) Nh/C < e^,h < CNh. 

Demonstration. — D'apres [141 Theoreme 1.1], on a avec C independant de x et de A 



E. 



(27r)^ 

et done (j2.14p est consequence de (|2.5p . □ 
On en deduit en particulier le lemme suivant 

Lemme 2.2. — // existe C2 > tel que pour tout x G M et tout A > 0, 
(2.16) Ph{u£Sh;\u{x)\>X)<e-''^^\ 
On effet, d'apres (IIT^ et ^U^ . 



(2.17) Ph{u G St; \u{x)\ > A) < (1 - < e '"-'^ 



et le lemme 12.21 s'en deduit d'apres le lemme 12.11 

Preuve du theoreme [2j On se limite encore ici au cas complexe (le cas reel etant simi- 
laire). Le theoreme [2] est une consequence des formules (j2.12p . (j2.13p et de I'estimation (j2.14p . 
Remarquons qu'il existe 0<c<CetCi>0 tels que pour tout h g]0, 1] et tout u £ Sh on a. 
c < \\u\\l^ < Ch-'^/'^ et 

||V,n||i.o <Ci/i-('^/2+i)_ 

II en resulte 

(2.18) supx \u{x)\ < supa^A \'a{xa)\ + eA 

des que Xa,a G A est un reseau de points de M de maille plus petite que 

D'apres (I2J2I1 . (l233p . le lemme et (1 - t^)^*^ < e"^"*" pour t G [0, 1], il existe ho > 
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tel que pour h s]0, Hq] on ait 

P{u G Sh, \\u\\l^ >A)<Y^ P(\e^xJ > (1 - e)A) 

< E I(i-.)A<|...,.|(1 - (1 - efA'/\b..,H\T'-' 

(2.19) 



< card{A)e Nt^+coVoi(M)h 



-d+l 



On a liminf;,^o jv,+CoVoKM)fe-'^+^ > ° "^'^P'^' '•^H, et lim;,^o NMVoi[M)h-^+^ = ^ d'^P^^^^ 
()2.6p dans le cas lim/j_!.o(^/j, — CLh)/h = +oo. Comme on a 
resulte de (|2.19p . La preuve du theoreme ([2]) est complete. 

2.2. Mesures de defaut presque sures. — On se place dans cette section sous I'hypothese 

(2.20) lim ^^V^ = 

h^O h 

ce qui exclut le cas critique — ^ Dh. On a alors d'apres (|2.6p 

lim — — — = 

Lemme 2.3. — Soit A{x,hD) un operateur h-pseudodifferentiel classique sur M de degre 
et de symhole principal a{x,(^). II existe Cq > tel que 

/ \ /i^i cf a(x,S,)d\ h-'^+^ 

(2.21) \Eh(iA{x,hD)u\u)) - |<Co- 



oil dX = dxd(^ est la mesure de Liouville, I =]a, b[ si a < b, et si a = b > on a note 

Il^l^eia{x,OdX ^ 4|^g]^_,,„+,[a(3:,g)c^A 

Demonstration. — Pour tout operateur lineaire A sur Eh on a 

tr{A) 



Eh(iAu\u) 



et il suffit done de verifier qu'on a 

, tr(UhA{x,hD)Uh) h-^+' 

(2-22) I ma\<Co—— 

Nh Nh 

ou on a note 

J,., ja{x,(,)dX 
(2.23) m„ = ^l^l^"' 

Ce resultat est consequence de travaux de Guillemin [13]. Ici, nous utiliserons la preuve 
donnee par Hormander. On a d'apres la preuve de [15. Theorem 29.1.7] (voir les pages 259-260) 
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Proposition 2.4- — Notons E\ = 1^^a<a projecteur spectral. Alors pour tout operateur 
pseudodifferentiel d'ordre 0, B, de symbol principal on a 

(2.24) Tr{ExBEx)= [[ b{x,OdxdC + 0{X'^~^). 

On remarque ensuite que dans (|2.25p . d'apres la cyclicite de la trace, on pent remplacer 
E\BE\ par E^B = ExB. Par ailleurs, (voir appendice [Bl en particulier la formule (IB.ip ). 
B = A{x,hD) est, uniformement en h g]0, 1], un operateur pseudodifferentiel d'ordre au 
sens de la proposition precedente. De plus, on pent reecrire (j2.5p sous la forme 

^'^ = jf^ ff dxdi + 0{h-''+') 

On a alors 

(2.25) T^{IlhA{x, hD)Yih) = 1r{Et,-.,^A{x, hD)) - Tr(i?^-i„^^(x, hD)) 
- ^ I f a{x, hi)dxdi + 0{h^-'^) 

!7r) J Jh-^ah<\^U<h-^bh 

■ f f a{x,i)dxdi + 0{h^-'^) 



{2'kY 



rr ^iti ^i, a(x,£)dxdC 



-{Nh + 0{h-''+'))+0{h- 



On a aussi 



, fL,<\iU<b,^i''^Odxde ^ 

\iii'a Tc ; — 77 1 ^'^11' 

iL<\!,U<bJ^di 

ce qui, avec (IT^ et Nh < Ch-'^ implique (IT^ . La preuve du lemme 12.31 est complete. □ 

Soit (/ifc)fc>o une suite de limite nulle et X I'espace topologique produit X = Hi^Sh^.- On 
munit X de la probabilite produit P = H^P/i^ . 

Theoreme 3. — On suppose qu 'il existe L > tel que hj^ < oo et 

limfc_^oo -^/n,/|'o(7(/ifc)| = oo (cette derniere hypothese est toujours satisfaite en dimension 
d>2). Alors on a, avec defini par i2.23\) . 

(2.26) P(VA e £l lim {A{x, hkD)uk\uk) = m,o(A)) = 1 

Remarque 2.5. — Les hypotheses sur la suite hj. sont evidemment satisfaites dans le cadre 
de la theorie de Littlewood-Paley pour laquelle on a hj^ = 2~^. Le theoreme \^ dit que pour 
presque toute suite k ^ £ S^^, la mesure de defaut semi-classique de la suite existe (i.e 
on n'a pas besoin d'extraire une sous suite) et est toujours egale a la mesure de Liouville 
normalisee sur la couronne {(2;,^) G T*M, 1^1^. € /}. 

Demonstration. — Comme il existe une partie denombrable V de £^ telle que pour tout 
A £ £^ et tout e > 0, il existe B £V tel que 

limsup \\A{x,hD) - B{x,hD)\\L2 + sup \ao{A){x,^) - ao{B){x,^)\ < e 
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il suffit de prouver qu'on a pour tout A ^ 

(2.27) P( lim (A(x, hkD)uk\uk) = = 1 

En ecrivant A = Ai+iA2 avec Ai auto-adjoint, on a cto(A) = cro(Ai)+icJo(A2) et on pent done 
aussi supposer que A est auto-adjoint. Notons fh la variable aleatoire reelle sur Sh, fh{u) = 
{A{x,hD)u\u), dph sa loi, qui est a support dans [—a, a] avec a = sup^ ||A(x, /iL')||^2 < oo. 
Soit A4h la mediane de fh. La fonction fh est lipschitzienne de constante de lipschitz < 
2sup;j ||74(x, /iZ?) 11^2. D'apres le theoreme de concentration de la mesure de P. Levy (voir la 
proposition lA.ll de I'appendice A. On remarquera que la sphere complexe Sh s'identifie avec 
la sphere reelle S'^'^''"^, et que les constantes sont done coherentes avec (|A.7P ) 

(2.28) Phiu G Sh, \fh{n) - Mh\ > r) < 2 exp(- ~ ) 
On a E{fh) =Mh + f^^{x - Mh)dph, done d'apres ([2:281) 

(2.29) |E(A) -Mh\<r + gexp(- ~ ) 

II existe done a > et Ci > tels que pour tout r g]0, 1] verifiant r > Ci exp(— aiV/ir^) on 
ait 

(2.30) Ph{u e Sh, \fhiu) - E{fh)\ > 3r) < 2 exp(-aiVfcr2) 

En utilisant (I2.2ip . on en deduit qu'il existe Mq tel que pour tout M > Mq, on a avec 

(2.31) Vh = M7V-^/2| log(/i)|i/2 ^ Coh-'^+'/Nh 

(2.32) Ph{u G Sh, \fh{u) - m,„(^))| > 4^) < 2 exp(-aiVfcr2) 
et done 

(2.33) ¥{snp\fh,{u)-m,^^A))\<'^suprh,)>Ul>k{l-2exp{-aNh,rl)) 

l>k l>k 
On a d'apres (|2.3ip lim;_j.oo r/j^ = 0, et aussi exp(— aA^^^i^r^J < /i"*^^, done 

n/>fc(l - 2exp(-aiV,,;r^J > 1 - efc 
avec limfc-s.oo £fc = 0. La preuve du theoreme [3] est complete. 

□ 

2.3. Estimations L'^ presque sures. — Dans cette section, on demontre que les normes L'^ 
sont bornees presque surement si g < +oo. On calcule aussi I'ordre de grandeur des medianes 
des fonctions ||u||l9 sur Sh pour 2 < g < oo . On se limitera au cas K = C, les preuves dans 
le cas reel etant similaire. 

Notons d'abord que les injections de Sobolev (|L3p peuvent etre precisees en cas de locali- 
sation spectrale plus fine. 

Proposition 2.6. — // existe Co > tel que pour tout q G [2, oo] et tout u G Eh on ait 

(2.34) Ml^(m)<ConI^~~'^\\u\\ 
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En effet, pour u £ Eh, en utilisant ()2.1ip . I'inegalite de Cauchy-Schwarz, ainsi que ()2.15p . 
on obtient 

(2.35) \uix)\ < el(l\\u\\L2 < CnI^^\\u\\l2 

et la proposition resulte de ||n||L<j < ||ii||/,oo^^'^||w||^'^'^ pour tout q S [2,oo]. 

Theoreme 4- — H existe ci, C2 > tels que pour tout q g]2, +oo[, si on note Mq^h ^o- mediane 
de la fonction F{u) = \\u\\Lq sur la sphere Sh, on a pour tout A > 0, et tout h €]0, 1] 



(2.36) Phiu £ Sf, \\u\\l', - Mg,h > A) < 2e 



De plus, on a les estimations suivantes de la mediane 

(2.37) l<Mg,h<C2^/q Vg G [2,oo[, V/i e]0,l] 

Sous I'hypothese liuifi^Q = oo, il existe C3 > 0, go > 2 et Eq > tels que 

(2.38) C3,/^<Mq,h yqe[qo,£olog{Nh)], yh£]0,l] 

Enfin, sous I'hypothese limh~^Q ^'""^"^ = 00, pour tout 7 g]0, 1[, il existe q^ > 2 et e-y > tels 
que 



Demonstration. — D'apres la proposition 12.61 on a 
\F{u) - F{v)\ = \\\u\\li - \\v\\li\ 

(2.40) 

<\\u-v\\li <CoN^' " \\u-v\\l2 <CnI^ ' dist(n,7;) 

On en deduit 

ll^llLips < CnI^''^^ 

done en utilisant le resultat de concentration de la mesure (voir appendice A, proposition [ATT]) 
a la fonction F{u) = \\u\\li sur la sphere on obtient 

2 

(2.41) Ph{\F{u) - Mg,h\ >r)<2e ^ ' 

ce qui implique (|2.36p . Pour I'estimation ()2.37p de la mediane, en utilisant 

r+00 

Khim = q / X'^-'Ph{\g\ > X)dX 
Jo 

on obtient d'apres (fZT2]l et ([2^3]) . 

(2.42) Eh{\\u\\%)= [ [ \uix)\'idxdph= [ [ \u{x)\'idphdx 

JSh Jm Jm Jsh 

1/2 n 

/ A'?^iPfc(|n(x)| > X)d\dx = q 1'^ A^-^l - —)^^'^-^UXdx 
M Jo Jm Jo ^x,h 



p9/2 
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Le lecteur pourra verifier qu'on a bien A2,h = 1- En notant B{x,y) = Jg - t)y-'^dt la 

fonction beta, on a 

done en utilisant le lemme \27l\ et la formule de Stirling, 

(2.44) Al^<qCH—^) nq/2) d'ou A,,u<C'^q. 



D'apres I'inegalite de Bienayme-Tchebychev, on a 



1 ^ /„ uq ^ _ (^q,h\'i 



(2.45) Ph{\\u\\L.>t)<--KMl,) 

En clioisissant t = Aiq^h, on obtient 

1 

< lim Ph{\\u\\Li > Mqh -e)< 



qui implique 

(2.46) Mq^H < 2^/'^Aq,h 

done Mq,h < C2y^ d'apres ()2.44p . Comme F{u) = \\u\\Lq > \\u\\i2 = 1, on a aussi Aiq^h > 1, 
ce qui prouve (|2.37p . 

Prouvons a present (|2.38p . On remarque d'abord qu'on a en utilisant liuifi^QNh = oo, 
(|2.42|) et le lemme fITI] avec < oi < 02 independants de h petit et de q £ [2, log(A'^;j)] 

(2.47) Aq^h^[ai,/q,a2,/q\ 
et 

(2.48) \Aq,h - Mq^hl" = |||-?^IU«(§,) - \\Mq,h\\L^^sJ' 



<\\F-Mq,H\\%^^^) 



r+00 

q X''-^Phi\F-Mq,h\> X)dX 

Jo 



r+00 2 

<W A^-V-^'^^^^dA = ^-^r(,/2). 
Jo 2Nhcl' 

On en deduit 

(2.49) \Ag^f^-Mq,h\<-^-VQ 

qui implique (|2.38p d'apres (j2.47p . Montrons maintenant (|2.39p . On a d'apres (|2.14p 



M 



1/2 



(2.50) [i,eltd-) = VoliMy/^-y^ '^''^'^^^ tV'^'^ = ' 



et il en resulte en utilisant ()2.42p . pour q < \og{Ni 



h 



(2.51) = + „,„(!))) 
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avec limg^oo,/n-o o/i,g(l) = 0. L'encadrement (|2.39p resulte alors de (|2.49p . La preuve du 
theoreme m est complete. 

□ 

Nous aliens a present deduire du theoreme |4] une estimation qui complete le theoreme [2j 

Theoreme 5. — On suppose qu 'il existe a > tel que Nh > pour h petit ( cette hypothese 
est toujours verifiee en dimension d>2). II existe /io,Co,ci > tels que pour tout h g]0, /iq] 
on ait 



(2.52) m\\u\\L^) G [co\/|log(/i)|,ciV|log(/i)|] 

et en notant Moo,h Id mediane de Foo{u) = \\u\\l°° 



(2.53) Moo,h e [coV|log(/i)|,civ/|log(/i)|] 

Demonstration. — II existe Cq > tel que pour tout h g]0, 1], tout q > 2, et tout u G Eh on 



a 



\u\\a < \\u\\l^ < Coh '^^'^\\u\ 



\q ^ ll"-!!-;^"^ — '-^U"' ll"'llg 

done en choisissant qh = aeol log(^)|i on obtient avec Ci = Coe'^/"'^'^ independant de h 

(2.54) mhK) < mhh^) < CimWK) 

Or pour tout q £ [2, oo], on a par le resultat de concentration de la mesure d'apres ()2.4ip (qui 
s' applique aussi a g = oo), avec ci independant de h 

/poo 
\\\u\\q-Mq,h\dP= / P/^(|||n||,-A^,,;,| > A)dA 



< 2 / e-'^^ = vV 



ci 



Comme on a g/i < eg log(-/V/j), (|2.37p et ()2.38p impliquent Mq^^h — y/^lh- deduit alors de 
()2.55p pour h petit E/i(||u||g^) ~ done aussi d'apres (|2.54p . E/i(||ti||2,°o) — t/^/i, done a 

nouveau par ()2.55p Aioo,h — y/Oh- La preuve du theoreme [5] est complete. 

□ 



3. Application aux harmoniques spheriques 

Rappelons que les fonctions propres du laplacien sur la sphere S"', (muni de sa metrique 
standard) sont les harmoniques spheriques de degre k (restrictions a la sphere S"^ des poly- 
nomes harmoniques de degre k) et qu'elles verifient : 

- Pour tout A; G N, I'espace vectoriel sur K des harmoniques spheriques de degre /c, , est 
de dimension 

k + d\ fk + d-2\ 2 , 



('^'^ * = ( d j - i i ) (dTTyr*' 

- Pour tout e G E'', -Ag^e = k{k + d - l)e. 

- L'espace vectoriel engendre par les harmoniques spheriques est dense dans L^(S'^) 



SOBOLEV PROBABILISTE 



15 



On peut identifier I'espace des bases orthonormales de I'espace E'^ (muni de la norme L^) 
avec le groupe unitaire, U{Nk), si IC = C et avec le groupe orthogonal, 0{Nk), si K = M. 
On munit U{Nk) (resp. 0{Nk)) de sa mesure de Haar, (resp. Uk)- On peut alors identifier 
I'espace des bases Hilbertiennes de L^(M;]K) formees d'harmoniques spheriques avec 

B = XkenU{Nk), (resp. B= XkmO{Nk)) 

qu'on munit de la mesure de probabilite produit 

= f^ki^k, (resp.i? = i^ki^k) 

On a alors le resultat suivant 

Theoreme 6. — Soit d >2. II existe c> et pour tout 2 < q < +oo, Cq > tels que 

2 

u{{B = (6fc,i)fceN,«=i,-7Vfe e B;3k,l; ||6fc,«|lL<7(§d) - Mq^k > r}) < Cqe'"'' 

■ — ' 2 

u{{B = {bk,i)ken,i=i,-Nk ^ B;3k,l; \\bk,i\\Li(sd) - Mq^k > r}) < CqC'"'' 
oil la mediane (dans le cas complexe) Mq^k verifie avec C independant de q,k 

C 

\-Aq,k-Mq^k\ < — i7r\/9 

(3.2) 

, / r(g/2)r(jV,) x| 

iVom)h-l\''2Tiq/2 + Nk)) 

Demonstration. — On se limite au cas complexe, IK = C, le cas reel etant similaire. On 
commence par remarquer que, quitte a augmenter la constante Cq, on peut se contenter de 
prouver le theoreme pour les bases orthonormales du sous espace ®k>iE^ de . On prend 
hk = k~^. On remarque alors que 

^k{k + d-l) = hl^ ^i + {d-\)hk = h-^ + ^ + 0{hk). 
On en deduit qu'avec 

-d — 1 1. , , -d — I Is 
aH = l + --), 6, = 1 + h{-^ + -) 

on a pour hk = k~^,k G N*, Efi^, = pour k assez grand. On remarquera que I'hypothese 
()2.2p avec D assez grand n'est plus verifiee, mais cela est sans importance car on a une 
meilleure estimation pour e^^^h que celle donnee par le lemme 12.11 : 

Lemme 3.1. — Pour tout x G S'^ tout k ^N, on a 

^ Nk 
^""'^^ Vol(M)' 

En effet, le noyau du projecteur orthogonal sur I'espace E^ est donne par 



K{x,y) = ^ej-fc(x)ej-fc(y), 
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i^j,k)j=i sont une base orthornomale de E . L'espace E etant invariant par Taction des 
rotations de la sphere, on en deduit que K{x, y) = K{Rx, Ry) pour toute rotation R. La 
fonction x G i— )• ex^h^ done constante, d'integrale A^^, d'ou le lemme [HTI On en deduit 
que les theoremes[2]etg]s'appliquent, avec d'apres (ITi^ . (f^iH]) et ([Xig]) 



A. 



q,k 



T{q/2)T{Nk)x\ 



(Vol(§'^))^-i^ 2r(<7/2 + 7V,) 
En particulier, le theoreme U] implique 



C 



Proposition 3.2. — // existe cq, ci > tels que pour tout k > 1 et tout q > 2, on a 

2(d-l) 

-cik 1 



(3.3) i^ki{B = ibi)^J, G f/(iVfc); 31 <l<Nk; 
En effet, I'application 



> A) < coe" 



B = G U{Nk) ^heSk 

envoie la mesure I'k sur la mesure Ph^ et done d'apres le theoreme U] pour tout 1 < Iq < 

\blo\\Li - Mq^k 



M{B = {bi)Z\eU{Nky, 

On en deduit que 

M{B = {bi)fL\ G UiNk); 3lo G {1, . . . , Nk}; 



'JloWLi - J^^q.k 



> A) < 2e-"i^' ' ^ 
M„.k >A)<2e 



2(d-l) 
Clfc 9 A^ 



ce qui implique clairement (|3.3p . 

On definit maintenant les ensembles 



Fk,r = {B = (hk)<^U{Nh)-yh; \\hk,i,\\L'> - Mq^k <r] 



et 



Fr = r\k>iFk,r = {B = {bk,i);ke N*,/ = 1, • • • TV^; V/^o, /o; ll&fco,«olli« - A^g.fe < r} 
On a pour r > 1 



fc>i 



fc>i 



k>l 



Quitte a augmenter Cq on a aussi 1 < CqC ^'^^^/^ pour tout r < 1. La preuve du theoreme [6] 
est complete. □ 

On demontre de la meme fagon (en remplagant le Theoreme 3] par le Theoreme [2] le resultat 
suivant (on renvoie a [32j pour un resultat similaire sur S^, avec une estimee en log^{k) au 
lieu de log^^^{k)). 

Theoreme 7. — 3C,c,co > 0,Vr > 

i^{{B = ibk,i)k<^N,i=i,-Nk G B;3k,l; ||6fc,;|lL°°(§d) > cq W''^(A;) +r}) < Ce"''''^ 
i^{{B = ibk,i)k(^N,i=i,-Nk G B;3k,l; ||&fc,HlL°°(§d) > colog^/^(A;) +r}) < Ce"'"'"^ 
On deduit aussi du theoreme [6] le resultat suivant. 
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Theoreme 8. — La probabilite qu'on puisse extraire d'une base orthonormale une sous suite 
bornee en norme L°° est nulle : pour toute constante C > 0, 

u{{B = (6fe,0fceN,«=i,-7Vfe e S;limmf inf ||6fc,«||L-'(sd) < C}) = 

fc->+oo (=1,--- jWj. 

V{{B = {bk,i)keN,i=i,-Nk e ;B;limmf inf ||6fc,HlL°°(sd) < C}) = 

Demonstration. — On se limite an cas complexe. Notons A^^c I'evenement de U{Nk) 
Ak,c = {B = {bk,i),3l G {1, • • • , Nk}, ||6fc,dlL-(s<') < C} 

D'apres le theoreme [H il existe kc et q = qc tels qu'on ait a la fois Vol(S'^)^/'' < 2 et 

■M-q^k ^ 3(7 pour tout k > kc- Comme on a ||'u||/^9(§d) < Vol(S )<? il resulte de (|2.36p 

qu'on a 

(3.5) yk{Ak,c)<2Nke-'''<'"^' yk>kc 

La serie X^fe -^fc^"'^^^''^''^^ etant convergente, il en resulte Hhil^oo '^(\-^k>LAk,c) = 0) done 
i'{riL Ufc>L ^fe,c) = 0. La preuve du theoreme [8] est complete. 

□ 

Remarque 3.3. — Les resultats de cette section restent vrais sur une variete riemannienne 
compacte quelconque, sous une forme plus faible. En effet, si on decompose L?'{M) en somme 
directe : 

L\M) = (BkEh, 

oil les espaces E^^. correspondent d un choix de bh — Oh = Mh, la meme preuve donnera 
que presque toute base hilbertienne de Lp'{M) respectant cette decomposition aura toutes ses 
normes L'^ uniformement bornees. La principale difference avec le cas des spheres etant que 
les elements de E^i^ ne sont plus des fonctions propres exactes, mais des fonctions propres 
approchees : 

ue Eh^^ = h'f^^u + 0{l)L2(^M) 

Sur les varietes de Zoll (oil toutes les geodesiques sont periodiques) , la repartition en paquets 
des fonctions propres (voir ^) permet d'ameliorer cette propriete 

u G Eh,^ =^ -Au = Lolu + 0(l)i2(M) 

3.1. Estimees sur les tores T'^. — Notons pour k ^ 'N, Ek I'espace propre du laplacien sur 
le tore T'^ associe a la valeur propre k, qu'on munit de la norrme L^(S'^) et Nk sa dimension, 

Nk = ^Jk, Jk = {neZ'^;\n\^ =k}. 

qui est le nombre de presentation de I'entier k en somme de d carres d'entiers. On note 

6d = {k£n;Nk > 1}, 

le spectre du Laplacien et pour k G 6^, on munit alors les spheres unites des espaces Ek de 
la probability uniforme, I'espace des suites d'elements de Sfc, k G &d de la probabilite produit, 
et I'espace des bases orthonormales formees de fonctions propres de la mesure de probabilite 
naturelle comme precedemment. 
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3.1.1. Preuve de ()1.16p . — On a clairement d'apres la formule de Weyl 

Mm = Cn^+Oin' 



d-l . 
2 



2.<m<n 



On en deduit que pour tout d > 2 il existe une suite n„ — t- +oo telle que 



(3.6) Nn, > cn^ 



p 

et en considerant la fonction propre du laplacien sur (de norme egale a 1), 

N={ni,...,nk)&Enp 

on voit d'apres I'injection de Sobolev que 



-2 



cnp" ~ lltiplliao < C'np'' llupllir 

Done 

d-2 k 

ce qui est (|1.16p . 

3.1.2. Bases orthonormales sur les tores T'^. — II est clair si on choisit la base ortlionormale 
de E'fc donnee par 

qu'on a 



Vol(T'^) ^ ' ' Vol(T'i) ^ Vo^T'^) ■ 

On en deduit que tons les resultats des section [2?T] et [Z3] s'appliquent dans ce cadre. La seule 
difference par rapport au cas des spheres est que limfc_j.+oo = +oo, n'est vrai que pour 

d > 5 (et alors Nj^ > ck^~^ voir Grosswald |12[ Chapter 12]). La situation est done un peu 
moins favorable et I'analogue des Theoremes [6] et [7] n'est done vrai que si d > 5. En revanche, 
le resultat plus faible suivant est vrai en toute dimension d > 2 (et la demonstration est 
consequence immediate des resultats des sections 12. 1[ 12. 3p et de limsupfc_^oQ Nk = oo des que 
d>2. 

Theoreme 9. — Considerons I'espace des suites U = {uk)k&e^]'^h £ Gd^^k S Sfc muni de 
sa mesure de probabilite naturelle v. Alors 

!/({[/; 3C > 0;VA;, \\uk\\Loo(fd^ < C}) = 



4. Application a la stabilisation des ondes 

On s'interesse dans cette section a I'etude de la decroissance de I'energie pour les solutions 
de I'equation des ondes amorties sur la variete riemannienne compacte connexe (M, g) : 

(4.1) {d'f - ^)u + 2a{x)dtu = {), u\t=o=uoe H\M),dtu\t=o=uie L^M) 
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ou a G C°°(M; [0, oo[) est non identiquement nulle. Pour u = {uo,ui) S H^{M) x L'^{M), 
I'energie de u est 

(4.2) £{u) = (|V,.n|2 + \dtu\^)dgx 

On a £{{uq,ui)) = si et seulement si ui = et uq{x) est une constante, et pour u{t,x) 
solution de (|4.ip . 

(4.3) £{u{0,.) - £{u{t,.)) = f [ 2a{x)\dsu{s,x)\'^dgX 

Jo Jm 

On renvoie a |20) et |25| pour des resultats generaux sur la decroissance de I'energie et 
la theorie spectrale de I'equation des ondes amorties, et a [2] pour des resultats numeriques. 
Rappelons simplement ici que des que a ^ 0, on a pour toute solution u de (j4.ip 

(4.4) lim £iu{t,.)) = 

t— >+oo 

et que si le support de a controle geometriquement la variete M, c'est a dire si toute geodesique 
rencontre I'ensemble {x G M;a{x) > 0}, alors la decroissance de I'energie est uniforme (done 
exponentielle) : 

(4.5) 3C,e>0, yu = {uo,ui) e H^{M) X L'^{M), £{u{t, .)) < Ce-'^£{u{0, .)) 

Nous allons etudier ici la decroissance de I'energie d'un point de vue probabiliste, et uni- 
formement par rapport a la frequence. Soit Aa I'operateur non borne sur I'espace de Hilbert 

(4.6) Aa = ' = H^(BH' 

On notera U{t) = e*"^", de sorte que la solution du systeme (|4.ip avec donnees {uq,ui) verifie 
{u(t,.),dtu(t,.)) = U{t){uo,ui). On a pour tout t G M, C/(t)(l,0) = (1,0), de sorte que U{t) 
opere sur I'espace de Hilbert H = (Af) /CI © L^(M), et on considerera aussi Aa donne par 
(|4.6p comme operateur non borne sur H. Ce passage au quotient est justifie par le fait que 
bien que la quantite u{t, .)dgX ne soit pas preservee pour les solutions de (|4.ip . la moyenne 
de u sur M n'intervient pas dans le calcul de I'energie. Le produit scalaire sur H est defini 
par {u\v)£ = I Jj^(VxUo^xVo + uiVi)dgX avec u = {uo,ui),v = {vo,vi) ou uq,vo sont definis 
modulo des constantes, et on a £{u) = {u\u)£. On notera \\u\\£ = ^j£{u). Pour u = {uq,ui) G 
H , on identifiera uq G if^(M)/Cl avec la fonction sur M, X](.j„>o(/m ^o^"(''")^S'^)^"' 
independante du clioix du representant de uq G H^{M). 

On choisit \c\ Q < = c < d = bh et on rappelle que Eh est le M sous espace vectoriel 
de H engendre par les fonctions propres e„ du laplacien sur M avec hujn G [c, c']. Pour 
no = S(^„>o ^o.nCn, = Z]i.j„>o ^i."'^" ' notera aussi II/j I'operateur borne de H sur Eh 

(4.7) n,(n) = ( 

hu)„£l huJnGi 

et ih I'injection de Eh dans H. Alors II/j est le projecteur orthogonal sur Eh et ih est son 
adjoint. On prendra garde au fait que le sous-espace Eh de H n'est pas invariant par le groupe 
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d'evolution U{t). Toutefois, la notion d'echelle est conservee uniformement en t > par le 
groupe U{t). Plus precisement, on montrera a la fin de ce paragraphe le theoreme suivant. 

Theoreme 10. — Soient / = [c, c'], < c < c', ei r > fixes. Pour tout entier N > \, il 
existe une constante Cm, telle que pour tout < h < h' < 1 avec ch' — c'h > rh, on a 



(4.8) snv\\nhU{t)ih,\\s + suY>\\TlwU{t)ihU<CNh^ 

4.1. Amortissement presque sur. — Soit 5*(M) = {{x,^) G T*M, = 1} le fibre 
cotangent unitaire et <j){t, p) le flot geodesique sur S*{M). Soit o(t, p) la moyenne de la fonction 
a a r instant t le long du flot 

(4.9) a{t,p) = - / a{x{cp{s,p)))ds 

1^ Jo 

La mesure de Liouville canonique dp sur S*{M) etant invariante par le flot geodesique, la 
fonction 

(4.10) Bir{p) = lim a{t,p) 

existe //-presque partout d'apres le theoreme ergodique de Birkhoff. 

On notera la sphere unite de E^, et la probabilite uniforme sur S^. Comme application 
simple des resultats de la section [2l on a le theoreme suivant qui relie le comportement de la 
fonction de Birkhoff a la decroissance de I'energie. 

Theoreme 11. — On suppose que la fonction de Birkhoff verifie 

(4.11) p{p G S*(M), Bir{p) = 0) = 
Alors pour tout e > 0, q g]0, 1], il existe un temps T > 0, tel que 

(4.12) yhe]0,l],Ph(ueSh, £{U{T)u) <e^ >l-a 

Remarque 4-1- — On remarquera que le temps T d partir duquel on demande que I'energie 
soit plus petite que e est independant de h g]0, 1], de sorte que I'estimation (|4.12p est differente 
de la simple estimation (|4.4p . Dans le cas oil M est une sphere, et la fonction a identiquement 
nulle dans un voisinage de I'equateur, I'hypothese (|4.1ip est violee. On laisse au lecteur le soin 
de prouver dans ce cas que I'estimation (|4.12p est fausse pour a et e petits. 

Theoreme 12. — Dans le cas ou le flot est ergodique, ce qui implique que p presque surement 

et done (j4.1ip est verifiee, on suppose de plus I'estimee quantitative suivante sur le caractere 
exponentiellement melangeant du flot : 

(4.13) V(5 > 0, 3S{5) > 0; p{p G S*M- \a{t, p)-a\>6) < e"*'^^^) 
Alors il existe M,a,C,c > 0, tel que pour tout h g]0, 1], 

(4.14) Ph{ sup (£:([/(t)n)e*°) > M + r) < ^g-'^'^"'^'''" 

te[0,elog(l/h)] 
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Remarque 4-2. — L'hypothese est verifiee dans le cas ou la variete M est une surface de 
courhure negative constante et I'amortissement n'est pas trivial (voir Kifer [19] et Anantha- 
raman [1, Theorem 3.1]. 

Demonstration. — On commence par demontrer le Theoreme [TTJ Pour cela on va verifier le 
lemme suivant. 

Lemme 4-3- — On suppose que l'hypothese (j4.1ip est satisfaite. II existe C, c > et pour 
tout e > 0, et tels qu'on ait pour tout h g]0, h^] 

(4.15) Pju G Sh, £{U[T,)u) < e) > 1 - Ce-^^''^" 



Demonstration. — Soit A = V-A et j I'application de H^{M)®L'^{M) dans L'^{M)®L'^{M) 
definie par 

. XuQ-iui Xuo+iui 

(4.16) j{u) = v^^vo = — ,vi = — 

On remarquera que j est definie sur H = H^{M) /CI © L?'{M) et induit une isometrie de 
Eh sur Eh ® Eh- Posons d± = ibiA — a, T> = d^^ ^ ~ o) ' ^ ^ 

V = j{u) et v{t) = j{U{t)u). On verifie aisement que v{t) verifie I'equation 

(4.17) dtv{t) = {V + n)vit) 

Les operateurs d± sont des operateurs pseudo-differentiels classiques elliptiques de degre 1, 
on = (i_ (adjoint sur L^) et comme a ^ ils sont bijectifs de H'^^^{M) sur H^{M) pour 
tout s G M. Comme Re{T>) = —aid, on a supj>o ||e*''^||i2 < 1. De plus, comme P commute a 
e*-^ et que pour k entier la norme H^^a est equivalente a la norme H^, pour tout s G M, 

il existe Cg tel que 

(4.18) sup||e*^||j^.(M) < 

t>o 

Rappelons que la solution v{t) de (|4.17|) avec v{0) = v verifie 

v{t) = e^'^v + r{t,v) 

(4-19) sup \\rit,v)\\L2<CT\\v\\H-^ 

te[o,r] 

La preuve de ()4.19p est standard : on commence par verifier que si 6_i est un operateur pseudo- 
differentiel de degre —1 et de symbole principal a{x)\£,\~^ /2i, alors en posant I = Id+ 

= ( ? ^7,^ ) , on a ICD + TZ) = DI + Q_i ou Q_i est une matrice 2 x 2 de pseudos 
\-b-i ; 

de degre —1. Comme on pent choisir 6_i tel que / soit inversible sur II^{M) x H'^[M) pour 
tout s, la fonction w{t) = Iv{t) verifie dtw{t) = (D + Q^i)w{t) avec Q-i = Q_i/~^, et la 
formule de Duhamel prouve qu'on sup^gjg.T] 11^(0 ~ ||/^2 < Cr||/i'||/i--i ■ Or (j4.18p (pour 

s = et s = —1) implique sup^>o \\e*'^ Iv — /e*-^t>||^2 < C||t>||j:^-i , ce qui prouve ()4.19p . 

On notera P^^'* la probabilite uniforme sur la sphere unite S^^f^ = {{vq,vi), ||wo||^2 + 
\\vi\\\2 = 1} de Eh © Eh, et E}fV) I'esperance d'une v.a sur Soit ft{v) = £{U{t)j~^v). 
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Alors on a par construction 

(4.20) Ph(u e Sh, 8{U{t)u) <e)= (v G fM < e 

et d'apres ([¥J9]) 



(4.21) sup \ft{v)-\\e''^v\\i,\<CTh 



t)G5f',tG[0,T] 

avec Ct independant de h g]0, 1]. On a 

We^'^vWl, = {B+{t)vQ\vo)L2 + (P-(t)?;ibi)L2 

avec B±{t) = e*'^±e*'^±. D'apres le tlieoreme d'Egoroff, les operateurs B±{t) sont des pseudos 
de degre et de symbole principal homogene de degre 

Comme dans la preuve du lemme 12.31 on obtient done 

(4.22) sup |Ef (/t) - / e-2*^(*'^)(i^(p)| < Crh 

t&[0,T] Js*{M) 
(2) 

Soit rrif^h la mediane de la v. a ft sur Sf^ . Comme ft est (uniformement en t > et /i €]0, 1]) 

(2) 

lipscliitzienne sur Sf^ , on obtient comme dans la preuve du tlieoreme |3l qu'il existe C, c > 
tels que pour tout r s]0, 1] 

supPf (|/i(z;) - mt,h)\ >r)< Ce"^'^"''^' 
t>o 

(4.23) +00 

suplE^fVt) - m,h\ < / Pi^\\ftiv) - mt,h)\ > r)dr < Ch''/^ 
t>0 JO 

D'apres I'hypothese ()4.1ip . on a 

(4.24) limsup / e-2*s(i,p)(i^(p) < /" limsup e-2*^(*''')d^(p) = 

t-s>oo Js*(M) Js*(M) t^oo 



Soit alors tel que 

Is-iM) e-^^^^^^^'f^dfi{p) < e/8. Soit h, tel qu'on ait a la fois CtMc < 



ei 



et Cht^"^ < e/A . Alors (|4.22p et la deuxieme ligne de ()4.23p impliquent pour tout h g]0, /i^], 

Tn^t,h ^ {ft)\ + {ft) — fnt,h\ ^ e/2, et done la premiere ligne de ()4.23p implique (avec 
r = e/2) et pour tout h g]0, /le] 

(4.25) P^;^\\fTM\>e)<Ce-^''"'''' 

La preuve du lemme 14.31 est complete. □ 

La preuve du theoreme [11] est une consequence facile de I'estimation (j4.15p : quitte a 
diminuer /i^, on pent toujours supposer Ce~'^^ ''^^ < a pour h €]0, /i^]. D'apres (j4.4p . on a 



(4.26) lim inf P/, u G 5^, £:([/(t)u) < e = 1 
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Soit alors T > tel que pour tout h E [he, 1] on ait Ph[u G Sh, £{U{T)u) < > 1 — a. 
Comme I'energie est decroissante, on a aussi d'apres (|4.15p pour tout h g]0, /ig] Ph(^u G 
Sfi, £{U{T)u) < e) > 1 — a, ce qui prouve le theoreme [TTJ □ 



Pour demontrer le theoreme [121 nous allons revisiter la preuve precedente. On remarque 
d'abord que par un argument simple de semi-groupe, la norme ||t(7(t)||j|^-i est majoree par 
Ce*^"^||f IIj:;--! et done la constante Ct apparaissant dans ()4.19p .et done aussi dans (|4.2ip . pent 
etre estimee par Ce^'^ . On remarque ensuite que le Theoreme d'Egoroff reste vrai pour des 
temps grands, mais plus petits que elog(l//i) (c'est en effet consequence de [171 theoreme 
2.3.6], et des estimations exponentielles triviales sur le comportement en grand temps du 
Hot bicaracteristique) . Le prix a payer pour cela est que les operateurs B±{t) sont des ope- 
rateurs pseudodifferentiels dont les symboles sont dans des classes (legerement) exotiques : 
Sh h-" h-" N selon la terminologie de [17, Chapter 1], ou a > pent etre choisi arbitrairement 
petit si e > est choisi petit. On en deduit qu'il existe 5 > tel que 

sup - / e^2ta(t,p)^^(^)| < ^gC.log(l/h)^l-2a < ^f^5 

te[0,elog(l//i)] JS'-{M) 

ou dans la derniere inegalite, on a choisi e > assez petit. On deduit maintenant de I'hypothese 
qu'il existe cr > tel que 



Js*{M) 



On definit la variable aleatoire g sur 5*^^^ par la relation 

f-e\og{l/h) 



D'apres ce qui precede, la mediane, A4, de la fonction g est inferieure ou egale a 

C / e^^e'^"^ + h^)dt, 

Jo 

done, quitte a diminuer encore e > 0, cette mediane est bornee. De plus, la norme Lipschitz 
de la fonction g est clairement bornee pour e petit par 

.elog(l/h) 

C / e^^dt < Ch-^'^ 



on en deduit comme pour la preuve de (j4.19p que 

Finalement, on remarque que comme I'energie de la solution des ondes amorties est une 
fonction decroissante, on a I'implication 



g< A^VtG [O,elog(l//i)], f fte'''ds<A ft< 

Jo 



aA 



gCrt _ I 

ce qui termine la demonstration du theoreme [T2j 
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Nous allons a present utiliser les resultats precedents pour obtenir un taux de decroissance 
presque sur pour des donnees dans I'espace d'energie. On pent identifier les donnees initiales 
{uq, Ml) G H'^{M)/C © L2(M) a valeurs reelles avec u = Xuq + iui £ L'^{M; C). On note M 
I'espace des mesures sur L?'{M; C) introduites dans I'appendice C, associees a la decomposition 
L?'{M) = Ek ou les sont les blocs dyadiques standarts et avec (ofc) E t^. Toute mesure 
/i £ M definit ainsi une mesure de probabilite sur H'^{M)/C © L^{M). On a alors 

Theoreme 13. — On suppose que la fonction de Birkhoff verifie (|4.1ip . On suppose aussi 
que les mesures p/^ verifient H^, 7 > (voir I'appendice C). Par exemple, on peut prendre 

Pi 

(4.27) dpk = J-e~^dr 
ou 

(4.28) dpk = 6r=i 

II existe alors un taux de decroissance f{t) > qui tend vers d I'infini, qui ne depend pas 
du choix de la mesure fi £ Ai, tel que 

^x{{U G 'H^;3T,£{U{t)u) < f{t) Vt > T}) = 1 

Remarque 4-4- — On remarque que le theoreme\T^ et les choix dpk = dr=i, (ofc) = <^fc=fco 
impUquent le theoreme [771 Nous allons en fait deduire le theoreme [721 du theoreme [771 Si on 
ommet I'uniformite par rapport a la famille de mesures J\f, le resultat est vrai sans hypothese 
sur la fonction de Birkhoff. II est alors juste consequence de la convergence vers de I 'energie 
pour toute donnee initiale. 

Demonstration. — D'apres le theoreme [Til pour tout j S N, il existe Tj tel 

(4.29) yk,Pk{u G Sk;£{U{Tj))u > 2-^) < 2'^ 
On peut supposer Tj < Tj^i et limTj- = 00, et on pose 

(4.30) /(t) = 1 pour t < To, f{t) = Y,2-^/\^[t,,t,+,[ pour t > Tq 

j 

On deduit de (|4.29p en utilisant £{U(Tj)u) < 1 pour u £ 



f £{U{Tj)u)dPk < 2-^ + 2-^ 



En ecrivant pour u £ E^, u = no, avec w G S'fc on obtient (avec C = 2sup^ f r^dp^ < 00 
d'apres I'hypothese (H^), voir I'appendice C) 



/'OC f' /"OO 

(4.31) ^{£{U{Tj)u) = I r2( / £{U{Tj)u)dPk)dqk < 2^'^ / r^dqk < 02' 

Jo Jsk Jo 

On remarque maintenant d'apres le theoreme 1101 qu'il existe C > tel que pour tout t > et 
tout u d'energie finie 



J2 Uk, Uk£Ek^ £{U{t)u) <CY,' 
k k 
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On en deduit d'apres (|4.3ip 

(4.32) E{£iU{Tj)u) < C J] E(£:([/(T,>,) < C2-^\iak)\\l 

k 

D'apres I'inegalite de Bienayme-Tchebitchev, on obtient 

fi{{U E n';£{U{Tj)u) > 2-^-/2}) < C2-^/^\\^ak)\\% 

Notons 

Aj = {u;£{U{Tj)u) < 2-^/^},A^ = HkyjAk 

La suite A^ est croissante et on a n{Aj) > (1 - C\\{ak)\\%J2k>j '^~''^'^) = 1 " C'l'^/^. Si 
A = L)A^ , on a fJ.{A) = 1, et pour tout u £ A, il existe C tel que pour tout t on ait 
£{U{t)u) < Cf{t). En effet, pour ti G on a en utilisant la decroissance de I'energie 

£{U{t)u) < fit), > Tj 

he theoreme [13] est demontre. □ 

4.2. Conservation de la notion d'echelle. — Nous demontrons dans cette section le 
theoreme [101 



Demonstration. — Soit > 1 tel que c — c' /N > c/2. Pour h' > Nh, on a ch' — c'h > 
(c - c'/N)h' > h'c/2 et pour h' < Nh, on a ch' - c'h > h'r/N. Avec r' = min(c/2, r/iV) on a 
done toujours ch' — c'h > r'h' done c/h — c' /h' > r' jh. On choisit 6', h, d tels que 

(4.33) c-r' <b' <b<c, et c' < d 

Soient i/j, 4> des fonctions reelles C°° sur M, a valeurs dans [0, 1], avec ■0 = 1 pres de ] — oo, c—r'], 
= sur [6', oo[ et = 1 pres de [c, c'] et a support dans [6, d]. Les operateurs (j)(hX), %l){hX) 
operent sur H = if^(M)/Cl © L-^(M) par la formule (p{hX){ej) = 4>{hujj)ej, et ils commutent 

aux operateurs Ilfi,Ilh' ,ih,ih' ■ Comme on a d'apres (|4.33p ip{hX)ih' = i^i, (f){h\)ih = ihi 
Ilh'ip{hX) = Hh', n/j0(/iA) = Ufi, il suffit de verifier que pour tout N, il existe une constante 
Cat, telle que 



(4.34) sup U{hX)U{t)i^{hX)\\s + sup ||0(/iA)[/(t)0(/iA)||f < Cjy/i 

t>0 t>0 

Comme I'adjoint de U{t) est U*{t) = e^^^ , avec 

Id 



N 



A* 

' A 2a 

on a U*{t) = e"*"^"", done f7*(t)(uo, ui) = e^^'^ {uq, —ui). II suffit done d'estimer le terme 
mhX)U{t)^|;ihX)\\e. 

Nous allons construire un operateur Q^, borne sur H pour tout h e]0, 1] fixe, qui commute 
a U(t), et qui verifie 

Hhx) = Hhx)eh + Ri,h 

et tel que pour tout N , il existe une constante Ctv, telle que 
(4.36) \\Ri,h\\e + \\R2,h\\e<CNh^ 
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On aura alors 

(t>{hX)U{t)i}{hX) = {(k{hX)Qh + Ri,h)U{t)i){hX) = 

(4.37) (t>{hX)U{t)eh'^{h\) + Ri^hU{t)i){hX) = 
(t>{hX)U{t)R2,h + Ri,hU{t)^{hX) 

et comme \\(l){hX)U {t)\\£ < 1 et \\U {t)ip{hX)\\e < 1, on obtiendra d'apres ()i36]) 

(4.38) sup \\(l}{hX)U{t)i;{hX)\\e < CnH^ 

t>o 

On effectue maintenant une reduction semi-classique en posant t{uq,ui) = {uo,hui) et en 
introduisant la norme semi-classique 

(4.39) 11(^^0, III, = 11 {\hV,wo\^ + \wi\'')dgx 

de sorte qu'on a ||'7"(w)|||;^ = /i^||m|||, done pour tout operateur R, ||r-Rr~"'^||£;, = ||-R||£:, et 

(4.40) TU{t)T-^ = e'^^/^ 
avec 

(4-41) ^ = -^h-^^--'={-^h^A ma 
On a pour z £ C 



(4.42) Im{{z - B)w\w)e^ = Im{z)\\w\\%^ - 2h a\wi\ /2dgX 

Jm 

Si Ufi est la bande = {z £ C,/m(z) G [0, 2/i||a||ioo]}, la resolvante (z — B)~^ existe done 
pour z G C\Uh, et verifie 

On pose 

(4.44) feiz) = [ e-(^-^)'/2£dx, J = [-d, -b] U [b, d] 

V^TTS J J 

La fonction feiz) est holomorplie dans C et verifie pour tout z eC, \feiz)\ < e^™(^)'/2£. De 
plus, on a pour tout z G C 

(4.45) IMz)] < ^e^rniz)y2s-distiReiz),J)y2e 

On definit alors I'operateur O/^ par 

(4.46) Q^ = ±. j^f^(^z)(^,-B)-'dz 

Dans (|4.46p on choisit le contour 7 de la forme 7 = 7_ U 7+. 7+ est la reunion du segment 
[— ro,ro] + ir+, r+ = 2/i||a||Loo + ^/e, et des deux demi-droites tq + ir-|_ + pe^^'\ p > et 
— ro + ir+ — pe~*^*^ , p > 0, avec Oq > petit et > d grand ; on oriente 7+ de droite a gauche. 
7_ est la reunion du segment [— rg, tq] — zy^, et des deux demi-droites rg — zy^ + pe~*^'^ , P > 
et — ro — iy/e — pe^^° , p > ; on oriente 7_ de gauche a droite. On choisit le parametre e sous 
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la forme e = h'^ avec z/ g]0, 1/4]. On a alors d'apres ()4.43p et I4.45| pour une constante C 
independante de h 

(4.47) \\Qh\\En < Ce~^ 

et Qfi commute a e**^/''. On va construire des operateurs Qh,k{z)ik > et Rh^]\r{z), N > 1, 
holomorphes en z pres de 7, et qui verifient pour tout > 1 avec Cat independant de h, z 

N-l 



(4.48) ' ■ ^ ' ^ 



iz-B)Y, {)fQh,k{^) =Id- h''Rh,N{z) 

k=0 



Posons eh,k = 2k L/ fs{z)Qh,k{z)dz et = Y.k=oil)®h,k- On a pour tout > 1 d'apres 
(I443]l . (1135]), (06]1 et (OHI) . en utilisant e = /i'^ 

Qh = Qh+^ fe{z){z - B)-^Rh^M{z)dz 

(4.49) 

|||- y /,(z)(z-i?)-ii2,,^(z)dzb, <C^v/i^(i-2'^)-2'^ 

Comme on a < 1/2, pour obtenir (|4.35p et (|4.36p . il suflfit de prouver que pour tout il 
existe A^i > et C independant de h tels que 

<P{h\) = (l)ihX)@^' + Ri,h,N, 

(4.50) e^'i^ihX) = R2,h,N, 

Nous allons construire les operateurs Qh,k{z) et Rh^j\f{z) en utilisant le calcul /i-pseudo- 
differentiel classique (voir [23j). Pour m entier relatif, on notera A^™ I'espace des operateurs 
matriciels 2x2 

'Ai{z,x,hD) A2{z,x,hDy 
^A3{z,x,hD) Ai{z,x,hD)^ 

ou Aj{z, X, hD) est un polynome de z de degre < m + pj, avec pi = P4 = 0,p2 = —15^3 = Ij 
et Aj{z,x,hD) = Yl[Jo^^^ z^Aj^i[x,hD) avec Aj^i E pg^j. convention, un polynome 

de degre strictement negatif est nul, de sorte que A^™ est reduit a {0} pour m < —2, et les 

elements de A4^^ sont de la forme (^j^^^ J^ f^£)^ avec A(x, hD) G S^i- On a pour tout m, m' 

M^M"^' C 71^™+"^' et pour m < m' C M"^' . Dans une carte locale, on notera 5™ les 
symboles complets des elements de JW^ . On a zld G et d'apres (|4.4ip . B ^ . On 

> - -1 A - .2 _ |e|2 



posera /3i(x,^) = ^^|^|2 J ^ et 5 = z — |^|^ de sorte que 

Soit V/ un recouvrement fini de M par des ouverts de cartes, 9i,6[ G C^(yi) avec O'^ egal a 
1 au voisinage du support de 9i et 9i = 1. Dans chaque ouvert de carte Vi on choisit des 
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coordonnees (xi, ...,X(i) S M.'^, et on definit les operateurs Qh,k{z) par la formule 

(4.52) Qh,kiz) = e[Op{qk{z, X, O)0i 

I 

ou les qk{z,x,S^) sont definies par les formules de recurrence qui definissent I'inverse formel de 
{z — B), soit 

qo{z,x,C) = {z- /3i)"^ 

|a|+fc=n,|a|>l ' |a|+fc=n-l 

OU /3i + h/3o/i est le symbole complet de B dans la carte locale, avec /3q E 5*^. D'apres (|4.4ip 
on a pour tout a, 9^/3i G 5^-1"!, a|*/3i = pour \a\ > 2 et dfPo G 5|*/3o = pour 

|a| > 1. De plus, on a pour A; > et tout a, a°(r(i+2fc)5i+3/c) ^ ^-ii+2k+\a\)^i+3k+2\a\ ^ 
montre alors facilement par recurrence qu'on a pour tout n > 

(4.54) 1n = ^, PneS'^'- 

L'operateur Rh^j^{z) est alors defini par la formule (|4.48p et a done pour symbole 

(4.55) -rn,N{^,x,i)= ^9f/3i& + /3o9iV-iGr (1+2^)52+3^ 

\a.\+k=N 

Comme on a min^g^ 3,^^ ~ e et que \5\ ~ \z\'^ + |^|^ pour {z,^) — ?■ 00, la deuxieme ligne 
de (|4.48|) resulte de (|4.55|) . Comme tons les qn sont des fractions rationnelles de z, on pent 
d'apres (j4.45p utiliser la formule des residus pour calculer les symboles des operateurs Qh,k- 
Pour ^ pres de on obtient en utilisant la majoration (|4.45p Qh,k{x,^) € 0{e~'^^^'') et pour 
^ 7^ on trouve 



(A^R\ r\ ( C\ ^ P>ik ( 1- ( \ Pk{z,X,0 \ 1 ;.2fe ffr\ Pk{z,x,^) \ 

II resulte alors de ()4.44p et ()4.45p qu'on a ©j^ (x, ^) € 0{e~^^'^'') pour ^ grand, et pour borne 

de sorte que les operateurs G^(x,^) appartiennent a une classe admissible pour le calcul 
symbolique. Comme on a feiz) = 1 + 0{e~'^^'^'') au voisinage de [— c', — c] U [c, c'] on deduit 
du fait que ^i^{j)^Qh,k{z,x,S_) est le symbole de la resolvante {z — B)^^ qu'on a, pour 
proche de [c,c'], e/,(x,0 = 1 + Oie'"/''') et Qh,k{^^0 = Oie-""/^") pour > 1. On a aussi 
fe{z) = 0{e~^^^''") au voisinage de [r' — c,c — r']. En clioisissant b proche de c et d proche 
de c', on obtient done les formules ()4.50p par les regies de calcul symbolique. Ceci termine la 
preuve du theoreme [lOl □ 
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5. Application aux ondes non-lineaires sur-critiques 

On considere dans cette section I'equation des ondes defocalisante sur une variete compacte 
M (sans bord) de dimension 3, pour une nonlinearite polynomiale n^, p impair. 

(5.1) {dl - A)n + nP = 0,n \t=Q= uo,dtu \t=o= (no,ni) € n\M) = H\M) x L^{M) 



On supposera p > 7, de sorte que I'equation (|5.ip est sur-critique. On supposera aussi u a 
valeurs reelles. Les memes enonces restent vrais avec u a valeurs complexes en remplagant vP 
par II est bien connu que I'equation precedente possede pour toutes donnees initiales 

dans (i?i(M) nLP+i(M)) x L'^{M) des solutions faibles definies pour t G [0,00 [, qui verifient 
I'equation au sens des distributions, et telles que de plus 

(5.2) £{u){t) = [ ^ + ^ + < £{um. 

Jm ^ 2 p + 1 

L'objet de ce paragraphe est de construire "beaucoup" de donnees initiales dans x pour 
lesquelles d'une part on salt construire une solution forte de I'equation ()5.ip (sur un petit 
intervalle de temps (0,r)), et d'autre part, on sait que toutes les solutions faibles coincident 
avec cette solution forte sur cet intervalle. Dans cette section, les mesures de probabilites Aig 
sont celles construites dans I'appendice C avec le choix = 2^ de la theorie de Littlewood 
Paley standard. 

Theoreme I4 (Existence). — Pour tout p < +00, et pour toute mesure de probabilites sur 
D'(Af)^, fi £ Ail X Mq, pour fi-presque toute donnee initiale {uq^ui) E H^{M) x L'^(M), il 
existe T > et une solution forte de (|5.ip dans I'espace affine 

{cos{tV^)no, '""^^^I^^ ni) + ^"((O, T)-H\M)) n CH(0, T); (M). 

Cette solution verifie I'identite d'energie 

£{u){t)=£{um. 
et les estimees de Strichartz pour tout r < +00, 

(5-3) II'"IIl°°((0,T)xM) + \\u\\l2((0,T);W^-'~(M)) + \\dtu\\L2((o,T);L'~{M)) < +^ 

De plus on a la borne inferieure suivante sur le temps maximal d'existence Tmaxiuo,ui) : 
(5.4) 35 > 0,C > 0,0 0;Ai({(no,ni) G n\M)-Traa.{uQ,ui) < A}) < Ce-'^^"' 



Demonstration. — On suit la strategic de |9j, en y incorporant nos nouvelles estimations 
probabilistes. On clierclie la solution sous la forme 



/ / / — :r\ sm(t\/—A) . 

u = (cos(tv — Ajuo, 1= — Ul) + V = Ul + V 

V-A 

avec 

V G C°i{0,T);H^{M))nC\{0,Ty,H\M)). 
On clierclie alors v verifiant 

(5.5) (df - A)v = -{ui + v)P, V \t=o= dtv \t=o= 
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soit 



/r ^^ ;* Sm((t - s)\/-A) , so/ ^ , 

(5.6) v{t) = - — -{ui + v)P{s)ds. 



Soit r > 4 grand et T < 1. Notons ||u/||^yi,r = ||'Uz||vi/i'''((o,i)xM)- D'apres la proposition IC.3| 
ll'U/llvi/i,'- est fini /i-presque surement, et d'apres les injections de Sobolev H'^{M) — )■ L°°{M) 
et ^'^'''((0, 1) X M) L°°((0, 1) X M) pour r > 4, on a pour s £ [0,T] 

Wiui + vns)\\HHM) < Ci\\uiis)h^ + \\v{s)h^r-\\\uiis)\\Hi + 

< CiWmW^l.r + \\v{s)\\H^r-\\\ui{s)\\Hi + \\v{s)\\h2) 

et de meme, pour supo<s<T ||t'j('5)||_H-2 < R et s £ [0,T], 

\\{ui+Vif{s)-{ui+V2y{s)\\HiiAI) 

< CiWmWwl. + Rr-'){\\ui\\wl.r +R+ \\ui{s)\\hi){\\vi{s) - V2{s)\\Hr) 

Comme on a \\ui{s)\\fjids < CVT\\ui\\^^i,r , on deduit du theoreme du point fixe qu'il existe 
c > tel que I'equation (|5.5p admet un unique point fixe dans la boule de rayon R de 

Xt = C^{{0,T);H^{M) 

des que 

TRP-^ + VrWuif^l + VTRP-^ui\\wi,r < c, et VT\\uif^,,^ < cR 

Comme il existe a > 0, /3 > petits tels que ces inequations ont une solution en R pour 
IK/IIh/i.'- < aT-f^, on deduit 1^ de [Cj] et (ICTOl) . A nouveau d'apres [C.9I et (jC.lOp . Ui 
verifie (|5.3p . De plus, d'apres (|5.5p . et puisque (u; + G L-'^((0, T), i?^(M)), les inegalites de 
Strichartz pour I'equation des ondes en dimension 3 impliquent pour | + ^ = ^ et g g]2, oo], 
qu'on av e L''{{0,T),W^''' (M)) et dtv E L9((0, T), L^(M)), done v verifie La preuve 

du theoreme [T3] est complete. □ 

Theoreme 15 (Unicite fort-faible). — Pour fx-presque toutes donnees initiales (uq,ui) 
dans I'espace d'energie, H^{M) x L'^[M), on a uq £ L^^^ et toute solution faible de ()5.ip 
verifiant I'inegalite d'energie (|5.2p coincide avec la solution donnee par le theoreme 14 
I'intervalle de temps (0,T) 



sur 



Demonstration. — Le theoreme [15] est une consequence directe du resultat de stabilite sui- 
vant : 

Proposition 5.1. — Soitu une solution forte de I'equation des ondes ()5.ip definie sur [0,T], 
de donnees initiales (uo,ui), donnee par le theoreme 14 II existe C > tel que pour toute 
solution (faible) v sur I'intervalle [0,T] de I'equation ()5.ip . de donnees initiales {vo,vi) G 
{H^{M) n LP+i(M)) X L2(M) verifiant 

VtG[0,r] £{v){t) <£{v){<d), 

on a 

£{u - v){t) + \\u - W < C{£{u - vm + \\u - t;||i2(M)(0)) 
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Pour demontrer cette proposition, on reprend et on afHne un resultat similaire de Struwe 
(demontre pour des solutions fortes C°°), (il faut modifier la preuve pour I'adapter au niveau 
de regularite des solutions fortes donnees par le tlieoreme [T4|) . On notera w = v — u et 
Dw = {dtw,Vxw). On a 

{d'fw - A^w) + {u + w)P -uP = 



et 



avec 



£{v) = £{u)+I + II 



1=1 Du- Dw + vFw 
Jm 

f iDwl"^ (u + w)P+^ - uP+^ 

11=1 1 u^w 

Jm 2 p+l 

Un calcul (justifie par une regularisation de u et un passage a la limite) donne 

(5.9) T-^(i)= / {uP +puP-^w-{u + wY)dtu 

dt Jm 

On va montrer qu'il existe une fonction g{t) £ C telle qu'on ait 

(5.10) \j^Iit)\<Ci£iw) + \\w\\l,mgit) 

Supposons provisoirement (|5.10p demontre. Un calcul simple montre que 

{u + w)P+^ - uP+^ 1 

^ uP-w > —vjP^^ - CW^ 

p+l ~ C 

ce qui implique 

(5.11) im>^£{wm-c\\w\\ut) 

Si on revient a I'hypothese de decroissance de I'energie de v, on obtient 

(5.12) < £iv){0) - £iv){t) =^ II{t) < //(O) + 7(0) - I{t) 
Comme pour q assez grand, uq G W^''^{M) C L°°{M), on a 

\lI{Q)\<£{wm + C\\w\\l,{Q), 

ceci implique d'apres (fST^ . (jSTTj) . et ([5J2]) . 



£{w){t) < C( j^{£{w) + \\w\\y){s)g{s)ds + \\w\\l,{t) + £{wm + \\w\\l,{Q)) 
mais d'apres I'inegalite de Minkowski, 



(5.13) \\wrAt)<c{ \\dtwrAs)ds+\\w\\i,m 

Jo 

et done 

{£{w) + \\w\\l,){t) < C( l'\£{w) + \\w\\l,){s){l + g{s))ds + f (u;)(0) + \\w\\l, (0)) 
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Le lemme de Gronwall demontre alors la proposition 15.11 

Montrons a present (|5.10p . On note J{t) = {£{w) + ||tt;||^2)(i)- Le terme ^I{t) est com- 
binaison lineaire de termes jj^^,^w^uP~^dtU avec / G {2, D'apres (|5.3p . on a vP~^dtU G 

L'^((0, r); L^'(M)) pour tout r < oo. II suffit done de verifier qu'on a pour tout / G {2, ..■,p}, 
et pour / G n,<ooi'((0, T); L^X^^)), 

(5.14) I / w'f\ < J{t)g{t), avec 5 G 

Choisissons pour j G N des tels que X^j V'j (^"■'s) = Ij V'o a support dans [0,3], tpj a 
support dans [1,5], la famille des ipj etant uniformement C°° . Soit = ipj{2~^ —/\). Alors 
les opd autoadjoints Aj sont uniformement en j bornes sur tous les L"?, q G [l,oo], et on a 
^j4| = /d. II en resulte fj^jW^f = Xlj /a/ f^^^ liypothese sur la fonction /, on 
a pour tout r < cxd 

(5.15) \\Aj{f)\\L^^M) < 2^''^'9rit), avec 5, G 

Soit x('S) G C°° egal a 1 pour s < 1 et nul pour s > 2. On a, avec Xj > 

(5.16) Aj{w') = A,{w^x{^)) + ^,(^'(1 - xK^)) = I, + IIj 
On a avec C independant de j, 

(5.17) \m\mM) < - x){^)\\lhm) < -^Mlil^M) < 

et aussi, en utilisant / > 2 et ||^^;V^;^i;||/,l < ||i(;||/^2 1| Va;w||x2 

INxIjh^iM) < \\Aj{V^{w^x)\\LHM) + ll[^i,V^](u;'x)||Li(M) 
<CX'r\\\w\\L2\\VML^ + \Mh)<CX'r^J{t) 

En ecrivant 

(5.19) / w'f= [ Aoiw')Aoif) + Y, f IlAw')Mf) + Y. I A/,(«;')A-%(/) 
on obtient done en utilisant (f5J5]) . ([STT]) et (fST^ . et | Jj^^ Ao{w^)Ao{f)\ < CJ{t)gr{t) 

ce qui prouve (|5.14p avec le choix Aj = 2^°", a g]0, ^^2! grand. □ 



6. Cas des varietes a bord 

Dans le cas ou la variete M a un bord tel que M U dM est compacte, une bonne partie 
des resultats exposes dans cet article reste vraie si on considere le laplacien sur {M,g) avec 
conditions de Dirichlet ou Neumann. En efi^et, la formule de Weyl avec reste precise (|1.2p reste 
vraie d'apres les travaux d'lvrii [17], done les minorations/maj orations de ()2.7p aussi. En ce 
qui concerne I'estimee ex,h < CoNh, elle est consequence dans le cas avec bord, des travaux 
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de Sogge |28| pour les conditions aux limites de Dirichlet, puis Smith-Sogge [26] pour les 
conditions de Neuman. En effet, d'apres \28\ Proposition 2.3], on obtient 

Proposition 6.1. — Supposons que ah = l,bh = 1 + h. Alors il existe C > tel que pour 
tout X £ M et tout < h < 1, 

l|nh||Li(M)^L°°{M) < Ch^^'^. 

II suffit ensuite dans le cas general de recouvrir I'intervalle (a/j,6/j) par un nombre fini 
(d'ordre {bh — ah)/h) d'intervalles de taille h, d'appliquer la proposition 16.11 a cliacun de ces 
intervalles pour obtenir dans le cas general 

l|n/i||Li(A./)^L°°(M) < Ch^'^ibh - ah)- 
Puis, le noyau de I'operateur lih etant donne par 

Kh{x,y) = ^ ek{x)ek{y), 

k&Ih 

on obtient 

sup \ex,h\ < \\Kh\\L°°{MxM) = l|nh||Li(M)->L°o < Ch~'^{bh — ah). 

On en deduit que les resultats des sections 12. 1| 12.31 ainsi que la remarque 13.31 restent valides 
dans ce cadre. II est possible que les resultats de la section [5] puissent aussi etre etendus a ce 
cadre, mais la plage des estimations de Strichartz valides dans ce cadre des problemes aux 
limites etant plus restreinte (voir |8l, I16|, [6]), cela necessiterait une analyse plus precise. 



Appendice A 
Calcul des probabilites sur les spheres 

On note L{dx) la mesure de Lebesgue sur et la probabilite uniforme sur la sphere 
unite S{N) de . La probabilite pN est la mesure image de '^i<j<N-^^G~^^^^ /'^L{dxj) par 
I'application vr 

(A.l) X = (xi, xat) 1-^ 7r(x) = a = (ai, Oat) G 5(A^), Oj = — -=== 

En effet, vr,,, (ni<j<Ar-^^e~^J^^L(dxj)) est une probabilite sur S{N) invariante par les iso- 

metries de S{N), puisque pour tout g G SO{N), gir = ng, et ^i<j<N-^^e~^J^^L{dxj) = 

(27r)"^/^e"l''l'/2L(dx) est invariante par Taction de SO{N). 

Soit M > 1 fixe . Pour Nj > 1, soit N = A'^i + ... + Nm- La mesure de Lebesgue sur 
= HjR-'^J est donnee dans les coordonnees x = {xi, ...,xm), xj = PjUJj G R^J, avec 
Pj > 0, ojj G S{Nj) par la formule 

(A.2) UfUpf'^'dp, <g) CN.PN, K) 

ou Cat est le volume de S{N). En particulier, I'application {ttIm, de S{N) dans la sphere reelle 
S{M - 1) C R^ 

X \-k\m{x) = \xm\) 
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envoie sur la probabilite 

rijCAT A'' —1 

(A. 3) {\Am)*Vn = -Iijlp,>op.' da{p) 

CN ■' 

ou d(j{p) est la mesure de Lebesque sur S{M — 1). 

En choisissant M = 2, Ni = 2,N2 = N — 2, on a done pour x = (xi,X2) G S{N), et pour 
t = cos6io G [0,1], 6*0 G [0,7r/2], 

/A /l^ /I I ^ +\ C2CN-2 nr ■ q\N-3jo C2CN-2 , . a \N-2 

(A. 4) Pn{\xi\ >t) = / cos6'(sm6') '^(16 = — — — — ■(sm6'o) 

CN Jo cn[N-2) 

En choisissant ^0 = '^/'^j on obtient 

(A.5) Pa(|xi|>0)= 'f^'' =l 

cn{N - 2) 

d'ou 

(A.6) pn{\xi\ >t) = lt6[o,i[(l - f)^-^ 

Rappelons aussi le resultat suivant de concentration de la mesure (voir par exemple |2H 
Theorem 2.3 et (1.10), (1.12)]) 

Proposition A.l. — Considerons une fonction F Lipschitz sur la sphere 8'^ = S{d + 1) 
(munie de sa distance geodesique naturelle et de la mesure de probabilite uniforme, p). On 
definit sa mediane Ai(F) par la relation 

p{F>M{F))>^, fi{F<M{F))>^. 

Alors, pour tout r > 0, 

-(d-i) — 4 — 

(A.7) fi{\F - M{F)\ > r) < 2e ^"^IIl.p. 



Appendice B 
Calcul /i-pseudodifFerentiel 

Nous rappelons ici les bases du calcul /i-pseudo-differentiel sur M, pour lesquelles nous 
renvoyons a [23]. Pour m G M, soit 5*" I'espace des fonctions a{x,^,h) de classe C°° en 
{x,^) G M'^'^, dependantes du parametre h g]0, 1] telles que pour tout a, /3, il existe Ca,i3 tel 
que pour tout (x,^) G M^'^ et tout h g]0, 1] on a 

(B.i) ia,"9fa(x,e,/i)i <c„,^(i + iei)™-i^i 

Pour a G S"", on note Op{a) I'operateur h-pseudodifferentiel agissant sur I'espace de Schwartz 
(B.2) Op{a){f){x) = (27r/i)-'^ / e^(--J^)«/^(x, ^, /i)/(y)« 
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Rappelons que pour a S S**^, I'operateur Op{a) est uniformement en h borne sur L^(M'^), et 
que pour a G S"^,b G 5*^, on a Op{a)Op{b) = Op{c) ou c = 0^6 G gm+k donne par 
I'integrale oscillante 

(B.3) c(x, e, h) = {2TTh)-'^ j e'''^l''a{x, ^ + 6, h)b{x + z, h)dzde 

et admet le developpement asymptotique 

(B.4) c(x,e,/i)= -^,dfa{x,th)d^bix,^,h) + h''rN{x,^,h), G 5"^+'"^ 

Le sous espace de 5"^ est I'ensemble des a(x, ^, /i) G 5"^ tels qu'il existe une suite an{x, ^) G 
S'^~^,n > telle que pour tout N, on a 

(B.5) a{x,th)= Yl ih/iran{x,0 + h''rM{x,^,h), r„ G 5"^"^ 

0<n<Af 

D'apres ([El, on a a^b G 5^^+'^ pour a G 5™ et 6 G 

Soit ej(x) G C'^{M),j > une base orthonormale dans L'^(M,dgx) de fonctions propres 
de -A avec — Aej = w^ej. Pour toute distribution / G 'D'{M), on pose Cj(/) = / fejdgX 
de sorte qu'on a /(x) = Cj{f)ej{x), la serie etant convergente dans T>'[M). Pour s G M, 
soit iJ^(M) = (1 - /i^gY'/'^L'^iM^dgx) I'espace de Sobolev usuel sur M. Pour / G P'(M) 
on a / G H^{M) ssi ||/||^^(^,/) = + < 00. On utilise aussi les normes 

semi-classiques definies par 



(B.6) ii/iiL = E(i + ^M)i/.-i' 

i 

Une famille d'operateurs R^^ h g]0, 1], operant sur I?'(M) est dite regularisante ssi pour tout 
s,t,N, Rfi envoie H^{M) dans/7*(M) et il existe Cs,t,N tel que pour tout h g]0, 1] on a 

(B.7) \\Rh{f)\\HHM) < Cs,t,Nh^\\Rh{f)\\HsiM) 

Une famille d'operateurs A^, h g]0, 1] agissant sur 'D'(M), appartient a I'espace des 
operateurs /i-pseudodifferentiels d'ordre m, ssi pour tout xq G M, il existe un ouvert de 
carte U centre en xq et deux fonctions {p,ip £ Cq°{U) egales a 1 pres de xq avec ■0 egale 
a 1 pres du support de ip telles que Af^ip = ipAh^p + Rh, avec R^ regularisant et il existe 
a ~ X]n>o(^A)"'^"(^' ^) ^ '^d' dans I'ouvert de carte U, on a tpAhip = Op{a). 

Le symbole principal de A^^ cro(vl/i)(x, est par definition le premier terme ao(x,^) du 
developpement asymptotique de a(a;,^,/i). C'est une fonction intrinseque sur T*M, et pour 
toute fonction lisse ip G C°°{M), on a 

(B.8) ^^Mx)/h^^(^^^^(.)/h^ ^ ao{Af,){x, d^{x)) + 0{h) 

Le support essentiel de A^ est dit contenu dans le compact K deT*M si on a avec les notations 
precedentes et dans tout ouvert de carte U, a G S~°°, et an(x,^) est a support dans K pour 
tout n. 

£cl = ™ est I'algebre des operateurs /i-pseudodifferentiels classiques sur M. Pour A^ G £^ 
et Bh G on a A/^B/j G ao(^h5,,) = ao{Ah)(To{Bh) et le commutateur [Ah,Bh] = 

AhBh - BhAh verifie [Ah^Bh] G ao(t[A^, S/,]) = {ao(A), ao(B;,)} oii {7,5} est le 
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crochet de Poisson . De plus, pour tout Ah S S"^, on a ^4^ S S'^, aQ{A*fJ = cro(^h), et pour 
tout s S R, il existe Cg independant de h g]0, 1] tel que 

(B.9) \\Ahf\\h,s-m < Cs\\f\\h,s yfeH^M) 

De plus, si Ah G £^1°^ = DmS^ , il existe C independant de h g]0, 1] et p G [l,oo] tel que 

(B.IO) \\Ahf\\LP(M)<C\\fhpiM) yfeLPiM) 

Rappelons enfin que pour tout (j) G C^([0, oo[), I'operateur (/>(— /i^A) defini par 

(B.ll) H-h^^)if) = Y,^(h^^])c,{f)e,{x) 

j 

appartient a , et que son symbole principal est 
(B.12) ao{H-h'Ag)) = ml) 

ou l^la; est la longueur riemannienne du covecteur ^ en x. Pour une preuve de ce fait, on 
renvoie a 

Appendice C 
Quelques proprietes des mesures 

C.l. Mesures sur I'espace d'energie. — Soit < oq < ai < ... une suite strictement 
croissante telle que limfc_>oo = 00, et telle qu'il existe C > 1 tel que 

(C.l) V/c > 0, Ofe+i < Cak 

On pose a_i = —1 et pour tout k > 

(C.2) Ek = {u € L'^{M);u{x) = ZjCjix)}, 4 = {j; afc„i < a;^ < a^} 

On a alors Lp'{M) = ®k>oEk et pour u = J2k>o '^k-.'^k G Ek et tout s > 0, quitte a augmenter 
C pour avoir 1 + < 

(C.3) C-'^Y.^l + alr\\uk\\l. < \\u\\h<Y.^l + 4r\Wk\\l2 

k>0 k>0 
Ces inegalites sont renversees pour s < 0. 

On se donne une suite {ak)k>o de reels positifs. On se donne egalement pour tout A; G N 
une mesure de probabilite sur M"*", Pk{r). On supposera qu'il existe 7 > tel que 

r+00 

(H^) 3C7,c> 0;VA: G N, / dpk{r) < Ce' 

J 



-cp ' 



Par convention, on supposera que Hoo est verifiee si les mesures dpk sont supportees dans un 
compact fixe (independant de k). Par exemple dp^ = 6r=ro verifie Hoc et dpi. = ^J^e~^^ ^"^dr 
verifient H2- On note qk I'image de pk par I'application r 1— t- a^r. On munit Ek de la norme 
L'^{M), on note Sk sa sphere unite, et Pk la probabilite uniforme sur Sk- On note Uk la 
probabilite sur Ek image de qk (8> Pk par I'application (r, w) 1— )• ruj de x Sk dans Ek- 
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On notera P la mesure de probabilite definie sur I'espace Ilk>oEk par 

P = ®ki^k, 

et 

\\{au)\\l = Y.al{l + alye%+^]. 

k 

On identifiera la suite U = (uk) € Ilk>oEi^ avec la somme de la serie u = Ylk^k (on sera 
par la suite toujours dans un cadre ou cette serie converge dans T>'[M)). On notera Mg 
I'ensemble des mesures de probabilite ainsi definies quand [otk) decrit I'ensemble des suites 
verifiant ||(aA;)||s < +00. On a alors 

Proposition C.l. — Supposons que 

\\{ak)\\s < +00. 

Alors la mesure de probabilite P est supportee par H^{M). Reciproquement, supposons que 

(C.4) ||K)||, = +00 

et que les mesures pi^. ne se concentrent pas en / 

(C.5) 3p > 0,(5 < 1;VA; G N,pfc([0,p)) < 5 

( on remarquera que cette derniere condition est toujours verifiee si les mesures pk sont iden- 
tiquement distrihuees et non egales a 6r=o)- Alors 



P{{U = (ufc); ^ llnfcll^s(M) < +00}) = 0. 



k 

Demonstration. — On calcule d'abord 



(C.6) = E(^ WukWls^M)) = Y.^k{\\ukfHs^^M)) 

k k 

/+00 
r^dqk<CsY,i^ + 4y<4<+^ 
=0 k 

ce qui demontre que ||w||_ff'i est finie presque surement. Reciproquement, sous les hypo- 
theses (ICl4)l et (fClKll . on a 

+00 +00 „+oo 

(C.7) E(e-*ll^"«0 = n^'^(^"*""'"^') ^ n / e-'''''^^+<y dqk 
k=i fc=i-^° 

+00 ._|_oo +00 

7_ -I ~1 

<ll[l-{l-p,{[0,p)){l-e-^^'^'<('^^lr) 



k=l'"^ k=l 

+00 



k=l 

On remarque maintenant qu'on peut supposer 

alil + alY 
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(car sinon le produit infini est clairement nul et le resultat est evident), et comme 

1 _ ^-cstp^aln+alr ^ cstp^alil + air 

on a 

^1 - (1 - p,([0, p)) (1 - e-'^^'P'"l('+-lr)] ~ [l - (1 - pfc([0, p))cstp'alil + air) 

et done en prenant le logarithme dans ()C.7p . on obtient, d'apres (jC.Sp . que le produit infini 
est divergent vers 0. On obtient done 

et done, P-presque surement, = +oo. □ 

C.2. Critere d'orthogonalite. — Le critere suivant est du a Kakutani |18| 

Theoreme (Kakutani). — On considere deux mesures pi,p2 associees au meme choix de 
la suite (ak), mais a des suites {ak,i), («fc,2) {dpk,i), {dpk,2) o. priori differentes. On rappelle 
que les mesures dqkj sont les images des mesures dpkj par I'application r i— >• Oikjr. Alors les 
mesures pi et p2 correspondantes sont absoluement continues I'une par rapport a I'autre si et 
seulement si le produit infini 

(C.8) n / ^Jdqk,idqk,2 

est convergent, c'est a dire (on remarquera que d'apres I'inegalite de Cauchy-Schwarz, chacun 
des termes dans le produit infini est inferieur a 1) qu 'il est non nul. De plus, si ce produit 
infini est divergent, alors les mesures pi et p2 sont etrangeres : il existe un ensemble A de 
pi-mesure 1 et de /X2-mesure 0. 

Ce critere garantit que pour « la plupart »des choix ak,dpk, les mesures obtenues sont 
mutuellement etrangeres : par exemple, si on choisit 

dpkA = dpk,2 = lr>o J -e~^dr, 

un calcul simple \10\ Appendix B.l] montre que le produit (|C.8P est non nul si et seulement 
si 



afc,i = 0«^afc,2 = 0et ^(-^-Ij < +c3o 



k 

C.3. Densite du support. — 

Proposition C.2. — On suppose que les mesures dpk chargent tous les ouverts de I'intervalle 
]0, +oo[, que \\{ak)\\s < +oo, et que tous les coefficients ak sont non nuls. Alors le support de 
la mesure p associee est H^{M) : 

G H'(M),ye > 0,p{{u G H'{M); \\u - v\\ < e}) > 

On renvoit a |10| Appendix B.2] pour une preuve de ce resultat dans un cadre tres legere- 
ment different. 



SOBOLEV PROBABILISTE 



39 



C.4. Estimees de grandes deviations. — Nous allons demontrer des estimees de grandes 
deviations pour les mesures sur I'espace H%M). On notera (t) = (1 +t2)i/2. 

Proposition C.3. — Soit P G TW^. On suppose que la suite p/. utilisee pour construire P 
verifie I'hypothese (H^) de la page 1 5' 61 pour 7 > 0. On suppose aussi qu'il existe D > tel 
que pour tout k assez grand on ait Uk+i — > D . Alors il existe Dq tel que pour D > Dq, 
tout 2 < p < +00 et tout 5 > il existe c > tel que 

(C.9) ¥{{u = J2^k; \\u\\h- > A}) < 2e"'(^^)^ 

k 

(C.IO) P({7x = J^^Xfc;||(^)-^cos(^^/^)^/||^y.,p(KxA^) > A}) <2e"'(ra)^ 

k 



1 



(C.ll) P({n = ^n,; ^l^^i^^l n||H..+i.(MxAf) > A}) < 2e-<^) 

Demonstration. — Des resultats similaires apparaissent dans un cadre legerement different 
dans [9j . Les demonstrations de ces trois estimees sont essentiellement identiques (la premiere 
n'ayant pas de dependance en temps, tandis que les deux dernieres ne different que par le 
comportement de la solution des ondes correspondant a la donnee initiale de frequence 0). 
Nous nous limiterons done a demontrer (jC.lOp . On a e**^~'^n = e^^^~^Uk- 

Lemme C.4- — H existe C, c > tels que pour tous {x,t) € x M 



PhdW'''^Uk\ix,t)> X)<Ce 



°'k ' 



En effet, quitte a remplacer la base orthonormale de Ek, (e^) par e**'^"e„, on se ramene au 
cas t = 0. Si Dq est assez grand, on pent utiliser le lemme [212] avec hk = a^^, done 

/■+00 /• 

(C.12) Pk{\uk\{x) > X) = / lr\z-b, .\>xdzdqk{r) 

Jo Jz&Sk 

+00 



/ Ph,{{u;\u{x)\ > -})dqkir) < / e dpk{r) 
Jo Jo 



D'apres I'hypothese i?^, on conclut si 7 = +oc tandis que si 7 < +c«, on obtient 

-+00 / . \2 



■Cp ' 



Pk{\uk\ix) > X) < e "'("fc") + / dpk{r)<e '''^^p) + Ce" 

Jp 

qu'on optimise en choisissant p = {X/akf'/^'^~^'^\ ce qui donne le lemme IC^ 

Lemme C.5. — Soient (uk) des variables aleatoires independantes, a valeurs reelles et de 
moments impairs tous nuls. Alors pour tout G N*, 
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Demonstration. — On s 'inspire de la preuve classique des inegalites de Khintchine (voir par 
exemple |22| Theoreme 4.6]. On calcule 

k<K aiH \-aK=2q ^ ' 

En utilisant I'independance et I'annulation des moments, on remarque que dans la somme ci 
dessus, les seuls termes non nuls sont ceux pour lesquels tons les sont pairs, soit 

(2/3i)!...(2/3^)! 



k<K f3^+...+i3jf=q 



Comme (2/3)! > 2/^/3! et (2q)\ < I'^qlq'^, on obtient 

(C.13) e((E-*)^')£4 E 7STr^^(-f'-4?') 



29 ^ (/3i)! . . . (/J^j: 



PiH — \-pK=q 



□ 



On pent maintenant conclm'e la preuve de la proposition IC.3I : Pour {x,t) fixes, on a d'apres 
le lemme IC.5I 

(C.14) \\cOs{tV^)^Uk\\L2g(dP) < V^\\C}2 \ COs{tV^)Uk\^y^'^\\L2q(^dP) 

k k 



- III cos(t\/^)nfcp||i5(rfp)^ = ^/q(Y^ \\ cos(t\/^)ufc|||2 

, , />+oo 

< Vq[Y.[1 2q\''^-'Pk{\cositV^)uk\{x,t) > A)tiA 



< C^^/9(9^)^ll(«fc)ll£2^^(g^) < Cg^||(a,)||^2 
7 7 

ou dans la derniere inegalite on a utilise le lemme IC^ Finalement, on obtient que pour tous 
2<p<2q< +00, 



_ COs{t^/^)u\\L2q^dPy,LP(RxM) < \\{t) COs(t\/^)u||ip(]jxM);L29(dP) 

(C.15) 

< C\\ak\\i2q T \\{t} "\\lp(rxM) 
Par I'inegalite de Tchebitchev on obtient 



7+1 



(C.16) P({n; cos(t^/^)tx||ip(K,xM > A}) < ( 



Cq T ||afc||;2 - 
A 



2g 



et on conclut et le choix q = -(ir^n — )^+^ > 2 si ^ h — est assez grand, 



P({n; \\{t)-' cos{tV^)u\\LPfu,xM > A}) < e ^""''"^^ 
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Enfin, si y^^n ^ est borne, quitte a diminuer c, on a 1 < 2e H^feHiZ ^ ce qui termine la 
preuve de la proposition IC. 31 dans le cas s = 0. Le cas general s'en deduit en remarquant que 

lbllw».p(RxM) ~ IKIAI + \/-A)'*i;||ip(iRxM)- n 
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